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Quantacunque cura infiituantur obferuationea , rerum natura- 
lium magnitudinem rpectantes, femper tamen «rroribu» oiaioribu» 
minor ibu au* *»b»«»»iaq luencnt. Br»urc» obferuationum plerum- 
<jue non funt fimplicea, fed .e pluribua fontibus iimul originem 
trahunt: horum fontium duas fpeciea probe difiinguere oporteL 
Qnaedam errorum cauQae ita lunt comparatae, vt ipfarum ef- 
fectua in qualibet obferuationo a circumftantiia variabilibua pen- 
deat, inter quas et ipfam obferuationem nullua nexus elTentialia 
concipitur: errores hinc oriundi irregularea feu forluiti vocantur, 
quatenuaque illae circumftantiae calculo fubiict nequeunt, idem 
etiam de erroribua iplia valet. Talea funt errorea ab imper» 
fectione fenfuum prouenientes, nec non a caufiis extranets irre- 
gularibua, e. g. a motu tremulo aeris vifum taolillum turbante; 
plura quoque vitia inftrumentorum vel optimorum huc trahenda 
fnnt, e. g. afperiiaa partis interioris libellularum , defectus firmi- 
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..... 

tatis abfolutae etc. Contra aliae errorum cauffae in omnibus 
obferuationibus ad idem genus relatis natura fua effecuim vel ! 
abfolute conftantem exferunt, vel faltem talem, cuius magnitudo 
fecundum legem determinatam vnice a circumftantiis, quae tara- 
quam elfentialiter cum obferuaiione nexae fpectantur, pendet. 
Huiusmodi errores conftantes feu regulares appellantur. 

Ceterum perfpicuum eft , hanc difiinctionem quodammodo 
relatiuam effe, et a fenfu latiori rel arctiori, quo nolio obfer- 
vationum ad idem genus pertinentium accipitur, pendere. E g. 
vitia irregularia in diuifione inftrumentorum ad angulos menfu- 
randos errorem conftantem producunt, quoties tantumtnodo de 
obferuatione anguli determinati indefinite repetenda fcrmo eft, 
fiquidem hic femper eaedem diuifiones vitiofae adhibentur: con- 
tra error ex illo fonle oriundus tamquam fortuitus fpectari 
poteft, quoties indehnite dc angulis ctiiusuis magnitudinis men- 
furandis agitur, fiquidem tabula quantitatrm erroris in iingulis 
diuifionibus exhibeos non adeli 

• 

Errorum regulartum eonildcrauo propne ib i«/t:,„.. „„r..-o 
excluditur. Scilicet obferuatorii eft, oiunes cauflas, quae erro- 
res conftantes produccre valent, fedulo inueftigare , et vel amo- 
vere, vel faltem earum rationem et niagnitudinem fummo ftudio 
perfcrutari, vt effectus in quauis obferuatione determinata as- 
figuari, adeoque haec ab illo liherari poffit, quo pacto res eo- 
dein redit, ac fi error omnino uon .ifluiffet. Longe vero diuerfa 
eft ratio errornm irregul.tr iurn , qui natura fua calculo fubiici 
nequeunt. Hos itaque jn obferuationibus quidem tolerare, fed 
eorum effectum in quantttatr* ex obfernationibus deriuandas per 
fcitam harurn combinatiunem quantum fieri poteft cxtenuare 
oportet. Cui argumento grauiffimo fequentes disquifitioues di- 
catae funt. 
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THEORIA COMBIN. OBSERV. ERRORIBUS MINIM. OBNOXIAE. 3; 

3- 1 
Errores obferuationum ad idem genus pertineutium , quj 
m cauffa. fimpUci detejcminau oriuntur, per rei naturam certie 
ttmitibus funt circumfcripti , quos fioe dubio exacte affignare ttV 
ceret, fi indoles ipfius caufiae peiiitus cflet perfpecta. Fleraeque 
errorum . fortuitorum cauITae ita funt comparatae, vt fecundum 
legem continuitalis orones errores intra ifios limites comprehenfi 
pro pofllbilibus haberi debeant, perfectaque cauflae cognitio 
etiam doceret , vtrum omnes hi errores aequali facilitate gau* 
deant an inaequali, et quanta probabiliias relatiua, in cafu po. 
fieriori, cuiuis errori tribuenda lit. Eadem eliam refpectu erro» 
ris totalis, e pluribus erroribus fimplicibus conflati, valebunt, 
puta inclufus erit certis Hmitibus, (quorum alter aequalis erit 
»gg">gnio omnium limitum fuperiorum partialium, alter aggre- 
gato omnium limiium inferiorum); oranes errores intra hos U- 
mites poJLbiles qnidcra ciunt, fed prottt qoisque infinitis modie 
diuerfis ex erroribus partialibus componi potelt, qui ipfi magis 
minusue probabiles funt, alii maiorem, alii minorem faciUtatem 
tribuere debebimus, eruique poterit lex probabilitatis relatiuae, 
fi lege* erro«.m fiiuplldum oopnitao fupponuntur, faluis difficul- 
Utibus analytieis in colHgendis omnibus combinationibus. ' 

Exfiaiit vtique quaedam errorum caufiae, quae errores non 
fecundum legem continuitatis progredientes, fcd discretos tantum, 
producere pofiunt, quales funt errores diuifionis infirumentorum 
(fiquidem illos erroribus fortuitis annumerare placet): diuifionun 
enim multitudo in quouis inftrumento determinato eft finita. M«« . 
nifefto autem, hoc non obftante, fi modo non omnes crrorum 
cauflae errores discretos producant, complexus omnium errorum 
totatium poffibilium conftftuet feriem fecundum legem continui* 
tatis progrcdientem , fiue pJuree eiusmodt /eries interruptas, fi 
forte, omnibut erroribus discretis pofltbilibus fecundttm magoi- 
tudinem ordinatis, vna alteraue diflerentia inter binos terrainos 

A a 



4 CAROL. FRIDERIC. GAUSS 

proximos roaior euadat, quam differentia inter litnites errorum 
totalium, quatenus 6 folis erroiibus continuis demanant. Sed 
in praxi cafns pofierior vix vmquam locum babebit, nifi diuifio 
vitiis crafiioribus iaboret. 

4- 

Defignando facilitatem relatiuam erroris totalis x, in derer- 
minato obferuationum genere, per cbaracterifticam px, hoc, 
proptcr errorum conlintiitntem , ita intelligendum erit, probabi. 
litatera erroris inter limites infinite proximos x et x + dx efle = 
(px.dx. Vix, ac ne vix qtiiriem , vmqoam in praxi poffibile 
erit, hanc functionem a priori affignare: nihilominus pltira ge- 
neralia eam fpectantia fiabiliri pofiW, qttae deinceps profere- 
mus. Obuium efi, fttnctionem £x eatenus ad functiones discon- 
tinuas referendam elTe, quod pro omnibtts valoribtis ipfius x, 
qxtra limites errortim poflibilium iacentibus efle debet =o} intrn 
hps limites vero vbique valorem pofitiuum nanciscetur (omit> 
tendo cafum, d« quo in fine art. praec. locttli fumus). In ple* 
risque cafibus errores pofitiuos et negatiuos eiusdem magoitndinis 
aeque facilea fupponpre licebit, quo pacto erit $ (— x) = $x. 
Forro qttum errorcs Icttiores facilius commitiantur quam gra- 
■viores, plerumque valor ipfitis <px erit maximus pro x= o, con- 
tinuoque decrefcet, dum x augetur. 

Generaliter autem valof integralis /£>x.dx, ab x=a vsque 
ad x = b, extenfi exprimet pjobpbitftatem, quod, error aliquis 
nondum cognjtus iaceat inter limites q et b. Valor itaque ifiius 
integxali* « 1«»»«* inferiori omnium errorurn pofiibilium v»que 
trf Umiteu. fuperiorem extepfi femper, erit = i. £t quum 0 X 
pro omnibus Wotribus ipfius x extra, hos limite» iacentibus fem- 
per fit = o, manifeiio etiam 

«slor integralis fipx.ix ab <x = -i o» vtqtte ad x= -f- oo ex> 
tenfi Jtm-per fit = i. s t 
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5- 

Confideremus porro integrale fxtox. dx inter eosdem lirni- 
4«». cuiue valorem ftatuemus = A. Si omnea errorum cauflae fim. 
plia-s ita funt comparatae, vt nulla adfit ratio, cur errornni 
,eequalium fed fignia oppofilia aflectorum altcr facilius prodoea- 
tur quam alter, hoc etiam refprctu erroria totatia valebit, fitle 
,erit £(— x) = <px. et proin neceflario A=o. Hinc colligimus, 
.quotiee A non euanefcat fed e. g. iit quantitas pofitiua, neeefiV 
sio adefle debere vnam alternmue errorum cauflam, qiiae vel 
errores pofitiuos tantum producere poflit, vel certe pofitiuoe fa. 
cilius quam negalittos. Haecce quantitas A r quae reuera eil me» 
dium omnium errorum pofiibilium, feu valor medius ipfius x, 
commode dici poteft errorie para conftans. Ceterum facile pro« 
bari poteft, partem confiantem erroris totali» arqnalem efle ag. 
gre^ato partium confiantium, quas continent errores e finguli» 
cauflis fimpticibus prodeuntes. (^uodfi quantitas A nota fttpponi* 
•ur, a quattis obferuatione referaiur, errorqtie obfertiationis ita 
correctae delipnatur per x\ ipfitisque probabilitae per (px, erit 
jc'=x — A, <p'x'=£x acproin /x^x.dxc/xpr dx — j k ^x.dz 
= A — A=o, » crrore» obr*»u«ttonum corrcctartttn partem con> 
fiantem non baoebunt, quod et per fe clarumdh , . r 

6 ./ 
Perinde vt integrale fx$x. dx, feu valor medius ipfins-xt 
erroris confiantia veL -ablenliam vel praelentiam et magnttudi* 
nem docet , inteprale -s ,% ti.i. . 

fxxtyx. dx ■ %. 1 . 

«b x= — o> vsque ad x=-+- 00 extenfum (fen valor medius qua- 
drati xx) aptiffiiuum videlur ad incerlitudineiu obfeiuatiosMim m 
genere definiendam et dimetiendam, ita a?t e> duobao ohfermv 
tiontun fylteutatibus» quac quoad erroriitu facilitatem inter le 
diffrruBt, eae praecifione praeftare cenfrentur, ir» quibus fitce- 
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grale J"xx$x . dx valorem minorem obtinet. Qttodfl qnia hanc 
rationem pro nrbitrio, nutla cogente neceffrtate, clecutn efle 
obiiciat, lubenter aflentiemur. Quippe quaeftio baec per rei na- 
tuiam aliquid vagi' implicat, qtiod lituilibus circumfcribi nifi 
per principium aliqualenus arbitrarium nequit. Oeterminatio 
«licuius qtiantilatis per obferuationem errori maiori minoriue 
obnoxiam, baud inepte comparatirr ludo ( in quo folae iacturne, 
lucra nulla, dum quiiibet error metuendtis iarturae aflinis eft. 
Talis ludi dispendium aeflimatur e iattura probabili, puta ex 
aggrcgato productorum fingulartim iacturarum poffibilium in pro- 
babilitates refpectiuas. QuanUe vero iacturee quemjibet obferua- 
tionia errorem aequiparare conueniat, neutiquam per fe clarum 
cft; quin potius haec deterniinatio aliqua ex parte ab arbitrio 
noftro pendet Iacturnm ipfl errori aeqtialem flatuere manifcflo 
non licet; fi enim errores pofitiui pro inrturis acciperentur, ne- 
gatiui lucra repraefentare deberent. Magnitudo iacturae potiuc 
per talem erroria functionem expiimi debet, quae natura fua 
femper fit pofltiua. Qualium functionum quum varietns flt io» " 
finiu, fimpiiciffima , quae hac proprietate gaudet, prae ceteri» 
eligcnda videlur, quae «la<|ua iit» »It ^unJi ,uuu , bao pacto prin- 
cipium fupra prolatum prodtL 

111. Laplace fimili quidem modo rem confiderauit, fed er- 
rorem ipfum feroper pofltiue acceptum umquam iacturae men- 
furam adopUuit- At ni ullimur haecce ratio faltem non minus 
arbitraria eft quam noftra : vtrum enim error duptex aeque tolo- 
rabilis.putetur quam fimplex bis repetitus, an aegrius, et proin 
vttum magts conueniat, errori duplici momentum duplex tan- 
tum, an maius, tribuere, quaeftio ett neque per fe clara, neque 
demonfirationibus mathematicu dectdenda, fed libero 
aibitrio remittenda. Praeterea negari non poteft, ifta 

i: et propter hanc ipfam caulTam modus ille 
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tractatiooi analyticae magis refragatur, dum ea, ad qu.ie 
principium noftrum perdocit, mira tum ftmplicitate tam gene- 
raliute commendantur. 

7- 

Statuendo valorem integralis J"xx<px.&x ab xrr— eo vs- 
que ad x=-f-«o extenfi =mm, quamitatem m vocabimua e/ro» 
m/i medium metucdum, fine fimpliciter errortm medium obfer- 
vationum. quarum errores indtfiniti x habent probabilitatem re- 
latiuam jpx. Denominationem illam oon ad obferuationes im« 
mediatas limitabimus, fed eiiam ad determinationes qualescun- 
que ex ohferuationibus dtriuatas extendemus. Probe autem ca> 
vendum eft, ne error medius confundatur cum medio aritbme- 
tico omniom errorum, de quo in art. 5. locuti fumus. 

Vbi ptura obferoationum genera, feu plures determinationes 
ex obferuationibus petitae, quibus haud eadem praecilio conce- 
denda eft, comparantur, pondus earum relatiuum nohis erit quan* 
titaS ipfi mm reciproce 'proportionalis, dum praeci/10 fimpliciter 
ipfi m reciproce proportionalis habelur. Quo igilur pondus per 
num«r« m exprfmi poffit, pondus certi obfcruationum generi» pto 
vmtate acceptum efle debet. 

* 

Si obferuationom errores paitem ronftantexn imj.Kiant, hanc 
anferendo erior mediu» minuiiur, pondus et pneciiio augentur. 
ftetinendo figna art. 5, defignandoque per m eirorem medium 
ebfeiuaticmum correcturum, erit 

tn'M=/xx$'i.dx' = ixz=fxx<px .dx 

— aA/x£x.dx+ kkf<px.dx=nim — s kk + kk—v$m kk 

Si autem loco partis conHarjtrs veri k CjB.nuitaa alia l ab obfer- 
vatiombos ehlata effet, quadratom enoris medii noui euaderet 
= tNNI -tJl/ + ll = mm + (/ - *)«. 
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9 * 

9- 

Denotsnte X coeJTtcienteiu determinatum , atque p valorem 
integralis/£x.'dx ab x = -U vsque ad x = f \ W) <. r j t M 
probabUitas, quod «rror alicuius obfefuationis fit minor quam 
Xm (line refpectu Hgnl., nec noo i -p probabilitas erroria maio- 
ris quam \m. Si itaque vsAor p-} refpondtt valori Xm=rp, 
error «eque facile infra j> quam fupra p cadere poteft, quocirca 'g 
commode dici poteft error probabUis. IWlaiio quamitatum X, u 
manifefto pendet ab indole functionis px, quae plerumque »n- 
cognita efi. Operae itaque pretium erit, iftam relauonem pro 
quibusdam cafibua fpecialibus propius confiderare. 

I. Si limitea omnium «rrorum poffibilium funt — a et+a, 
omneaque «rrorea intra hos limitea aeque probabilea, «rit $x 

ioter limitee x=— a «t xzz+a confiana, «t proin = — . Hinc 

»/t = ov r §, nec non p.zz\V\, quamdiu X non maior quam v"3j 
denique p zzmV^zzo^CCots^m, probabiittasque, quod error pro- 
deat errora medio non maior, «rit = ^ = 0,5773503. . 

II. Si vt antea — a ct -f- <* fum «irarun f>otft»;]uim limi- 
tes, «rrorumque ipforum probabilitas inde ab errore o vtrimquo 
in progretGone arithmeiica decrefcere fupponitur, «rit 

a — x 

(pxzz t pro valoribus ipfius x inter o et 
o -f- x 

$xzz ^ ■ , pro voloribus ipfius x inter o «t — a. 

Hinc deduchur mzzaV$, /u=r XVf — §XX, quamdiu X «ft inter 
o et ^6, denique X=y-6 — ^(6 — 6/1), quamdiu /1 inter o 
et 1 , et proin 

£ = »i(/6-v* 3) =o,7t74389"» 
Probabilitas crroria medium non fuperantis erit in hoc cafn 

= v r f-£ = 0,6438099. 

III. 
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XX 



III. Si functionem <$x proportionalpm ftatuimus huic e~ ~ 
(quod quidem in reruiu natura proxime tanium verum efle 
poteit). tSo debebit 

XX 

, ; ~ hi ■ ■ ;■ . 

denotante it remipeiipheriam circuli pro radio i t vnde .porro 
deducimua 

m = J./* 

(V. Disquif. generales cirea ferUm infinitametc. ast.a8.). Porro 
fi valor integralis W 

J- /." dx 

a x = o inchoati denotatur per ©x, erit 

Tabula fequens exhibet aliquot valores huios quantitatit: 



,t - 



X 




0.6744897 


0.5 


O.M4J02I3 


0,6 


2.000000« 


o.<saofi9* 


1,0364334 


0.7 


X.2ot:V>t7 


0,8 


1.6448537 


0,9 


2,5758^93 


°.99 


3.29'83oi 


0.999 


3,8905940 


»9999 



10. 



Quanquam relatio inter X et ab indole functionis J>5e pen- , 
det, tamen quaedam generalia ftabilire licet. Scilicet qualiscunque 
fit haec f unctio, fi modo ita eft comparata, vt ipfius valor , cre- 
fcente valore abfoluto ipfiua x, femper decrefcat, vel faltem r— 
crefcat, certo eiit 
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X minor vel faltem non maior quam /aV $, quoties p eft 
minor quam $; 

'a 

X non roaior quam g quotiee y. eft raaior quam \ 

Fro /4=$ vterque limes coincidit, puta X nequit elTe maior 
quam V' |. 

Vt hoc infigne tbeorema demonftremus , denotemus per y 
Tfllorem integralis /^x.dxatr-x vsque ad x=-f-x extenfi, 
quo pacto y erit probnbilitas, quod error aliquis contentus fit 
intra limites y * et + Porro ftatuamtts 

x^jj^d^y^xj/y.dy, d^'r = ^" y .dy 
Erit itaque 4>o = o, nec non 

^ y= $)x + $(^x~), 
quare per byp. \J/y ab y = o vsque ady=i femper crefcet, 
faltem nullibi decrefcet, fiue, quod idem eft, valor ipfiii» ^"y 
femper erit pofitiuus, vel faltem non negatiuus. Porro babemus 
d . y \J/ y - \J/ y . d y + y y . d y , adeoque 

y ^J/ y — -4/ y —Jy \J/' y . d y 

integratione ab y = o incboam. Volor exprer/lon» y-4/y -v/,y 

itaque femper erit quantitas pofitiua, faltem non negatiua, adeoque 

quantitas pofitiua vnitate minor. Sit / eius valor pro y=p, i. e. 
qnum habeatur ^/i = X'«, fit 

Xm . Xin 

His ita praeparati», confideremus functionem ipfius y hanc 

quam liatuemus =Fy, nec non iFy^Fy.Ay. Perfpicuura 
eft fieri 
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Ffj — X "i — -J/fi 

Quare quum -vj/y, aucta ipfa y, continuo crefcat (faltem non de- 
crefcat, qued feniper fubintelligendum), fy vero conftans fit, 

d (\l/y — Fy ) 

differentia \J/y — F*y = — 2-=^ -^— erit pofaiua pro valoribus 

ipfius y maioribus quam p , negatiua pro minoribus. Hinc 
facile colligitur, -^y—Fy femper efle quantitatem pofitiuam, 
adeoque -v//y femper erit «bfolute maior, faltem non minor, quam 
Fy, certe quamdiu valor ipfius Fy eft pofitiuus, i. e. ab y=f*f 
vsque ad y=i. Hinc valor integralis f(Fy)*dy ab y = pf vs- 
que ad y=t erit minor valore integralis /\>^y) a dy inter eos- 
dem limites, adeoque a potiori minor valore huius integralis ab 
y = o vsque ad y= », qui fit = mm. At valor integralis prioris 
inuenitur 

XXmm ( 1 — pf)* 
" 3/"K»-/~ 
vnde coili 6 imus, XX effe minorem quam fot » / 

3tca(i — /)■ 

efi quaniitas tnter o et i iacens. Iam valor fractionis —~ i~ -. 

cuius differentiale, fi =/ tamquam quantius variabilia confide- 
ratur, fit r= 

continno decrefcit, dum / a valore o vsque ad valorem t tranfit, 
quoties /u minor eit quam | , adeoque valor maximus polfibilis 
erit is qui valori /=o refpondet, puta = 3^/1, ita vt in hoc 
cafu X certo fiat minor vel non maior quara (tV Q B.P. Con- 
tra quoties /j maior eft quam |, valor iftius fractionis erit maxi- 

s 

mut pro fi — 5^ + f«/=o, »• «• pro /= 3 — — , vnde ille fit 

B • 
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— — * — adeoque in hoc cafu X non maior quam - * . 
p. E. S. 

Ita e. g. pro ^ = i certo ne 1 uit «^* ™ a >or quam v' \ , 
i. e. error prohabilis fuperare nequit limitem 0,8660954"«, cui 
in exemplo primo art. 9. aequalis inuentus eft. Porro facile e 
theoremate noftro concluditur, /x non efle minorem quam 
quamdiu \ minor fit quam V |, contra /u non efle minorem quam 



4 



, pro valore ipfius X maiori quam V \. 



' 9 XV 

11. 

Quum plura problemata infra tractanda etiam cum valore 
integralis fx*<px.dx nexa fint, operae pretium erit, eum pro qui* 
busdam calibus fpecialibus euoluere. Dcnotabimus valorem hu- 
iua integralis abi = -« vsque ad x=-f w exlenli per n*. 

I. Pro 0x = -~, quatenus x inter -0« +a continetur, 
habemus n* = = % m«. 

IJ ~ x 

II. In cafu fecundo art. 6, vbi <px=-^-, pro r-lo.ibtu 
ipfius x inter o et =a, fit n< = &a*= y m*. 

III. In cafu tertio vbi 

r n 

inuenitur per es, quae in commentatione fupra citata exponun- 
tur, n 4 = |* 4 = S"»*- 

Ceterum demonfirari poteft, valorem ipfins m4 certo non 
«JTe minorem quam f , fi modo fuppofitio art praec. Jocum 
habeat. 
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12. 

Denotantibus x, x , x" etc. indefinite errores obseruationum 
eiusdem generis ab inuicem independentes, quorum probabili- 
tates relatiuas exprimit praefixa characteristica nec non y 
functionem datam rationalem indeterminatarum x, x, x" etc. : 
integrale multiplex (I) 

J px.<p'x.<p"x dx. dx.dx".... 

extenfum per omnes valores indeterminatarum x, x', x", pro 
quibus valor ipfius y cadit intra limites datos o el jj, expriniet 
probabilitatem valoris ipfius y indefinile intra o et iiti. Mani- 
fefto hoc integrale erit funclio ipfius r, cutu* difFerentiale ftatue- 
mus =^/»f.d»f, ita vt integrale ipfutii fiat aequale integrali 
/\J/j».djj ab jj = o incepto. IIoc pacto fimul characteriftica \J/jf 
probabilitatem relatiuam cuiusuis valoris ipfius y exprimere cen- 
fenda eft. Qunm x confiderari polTit tanjquam 'functio indeter- 
minatarum y, x', x" etc, quam ftatuemus 

=/Cy» «"....) 

integrale (I) fiet 

=Jp.f{y,x,x ....). - — — .£x <px ....dy.dx.dx .... 

vbi y extendi debet ab y=o vsque ad y=>;, indeterminatae re» 
liquae vero per omnes ralores , quibus refpondet valor realis ipfius 
/ ( y, x, x". ...). Hinc colligitur 

<*/Cr x' x". ) 

y =/£ / ( y, x, x". . . . ) . — — . 9 x ' . tp x". . . . 

d x . d x" . . . . 

integratione, in qua y tamquam conftans eonfiderari debet, ex- 
tenfa per omnes valores indeterminatarum x', x" etc. , qui ipfi 
/(y, x, x". . . .) valorem realem conciliant. 

13« 

Ad hanc inteeralionem reipfn exfequendam cognitio functio- 
nis <p nquireretur, quae plcrumque incognita efi: quinadeo, 
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eiiamfi haec functio cognita effet, in plerisque cafibus integratio 
vires analyfros fuperaret. Quae quum ita fint, probabilitatem 
quidern fingutorum vatorum ipfius y afiignare non poterimus: at 
£ecus res fe habebit, fi tantummorio defideratur valor mediu* 
ipfius y, qui priiur cx integratioue /y-vJ/Y.dy per omnes valo- 
res ipfius y, quos quidcm nlfequi potefi, extenfa. Et quum ma- 
nifcfto pro omnibus valoribus, quos y afiequi nequit, vel per 
naluram functionis quam exprimit (e. g. pro negatiuis, fi elTet 
y = xx-\-x'x'-\- a"x" + etc), vel ideo quod erroiibus ipiis x, x, x" 
atc certi limilcs funt pofiti, Italuere oporleat y\,y— o, roanifelto res 
perinde fit habebit, fi integratio illa exiendatur per omnea valo- 
res reales ipfius y, puta ab y = — 00 vique ad y=+c*. lam 
intcgrale Jy^y-^y inter limitts determinatos, puta aby=tj vs- 
que «d y = jj' fumtum aequale eft integrali 

inlegratione extenfa ab y — t\ vsque ad y=»', atque per omnea 
valores indeterminatarum x\ x" elc. quibus refpondet valor rea» 

lis jplius/(y, x\ x" ), fiue quod idem eft, valori integralia 

fytyx.fx .tp.v" ....dx.di.dx" 

adhibendo in hac integratione pro y eius valorem per x, x', x" etc 
exprefTvim, exlendendoque eam per omnes harum indeterminata- 
rum valores, quibus refpondet valor ipfius y inter jj et t{ fitus. 
Hioc colligimus, integrale fyypy.dy pcr oiunes valores ipfius 
y , ab y = — 00 vsque «d y = -f- co extcnfum obtinert ex inte» 
gratione 

/ y$x ,<px' . ipx".. . .dx.ix'. dx". . . . 
per omnes valores reales ipfarum x, x\ x" etc. extenfa , ptita ab 
x— — 00 vsque ad x=+ co, ab x'zz — ao vsque ad x' —-\-tx> etc. 

fte&ucta itaque functione y ad fonnam aggregati talium partium 

A x* x * x" y .... 
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valor integralis fyj/y . dy per omnes valores ipfius y extenfi, 
feu valor medius ipfius y, aequalis erit aggregato pnrtium 

AXfvtyx-AxXf xeyx.dxXfx"* $x".dx" .... 
vbi integrationes extendendae funt ab .t = — 00 vsque ad x—-\- «>, 
ab .7/ = — 00 vsque ad x — -J- 00 etc; fiue quod eodem redit, ag» 
gregato partium quae oriuntur, dum pro fingulis poleftatibus 
jc* , x' $ , x"* etc ipfarum valores medii fubliituunlur, cuius theo» 
rematis graiiifTimi veritat etiam ex aiiis confiderationibus facile 
deriuari potuiffel. 

15» 

Applicemus ea, quae io art. praec expofuimus, ad cafum 

fpecialem, vbi 

x x -\- x' x' -f- x" x" + etc. 

y= - 0 

denotante 9 mullitudinem paitiuin in nomeratore. Valor medius 
ipfius y bic illico inuenitur = mm, accipiendo charactercm m in 
eadcm fignificatione vt fupra. Valor verus quidem ipfius y in> 
cafu determinato maior minorue euadere poteft medio, perinde 
ac valor rerus termini fimplicis x.t: fed probabilitas qnod valor 
fortuitu» ip/laa y a medio rnm Itatid fetifibiluer aberret, continuo 
magis ad certitudinem appropinquabit crefcente mullittidine a. 
Quod quo clarius eluceat, quum probabilitatem ipfam exacte de- 
terminare non fit in poteftate, inueftigeraus erroiem mediura me- 
tuendum, dum fupponimus y = 1/11/1. Manifcfto per priucipia 
art. 6. hic error erit radiz quadrata valoris medii functionis 

(x x + x x + x" x" + etc X 2 
mm j 

wA quem ernendum fufllcit obferuare, varorem mcdium termini talie 



— effe = — (vtendo charactcre n in fignificatione art.11.), valo- 

Oxxxx' a 111* , 

medium autem terroini talis fien = , ^de 

0 c ca 
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facillime deducitur valor medius iftius funclionis 
n+ — m A 

~ 7 

■ 

Hinc disr.imus, fi copia fatis magna errorum fortuitorum 
ab inuicem independenlium x, jc, x ttc. in ptomtu fit, niagna 
certitudine inde peti poITe valorem approximatum ipfius 1/1 per 
formulam 

(xx 4- .Ttf x -f- x" x" -\- etc. ) 
m = V 

a 

erroremque medium in hac determinatione metuendum, refpectu 

quadrati mm, efle 

n* — m* 

= V 

a 

Ceterum, quum pofterior formula implicet quantitatem n , fi id 
tantum agitur, vt idea quaHscunque de gradu praecilionis iftius 
determioationis formari poffit, fu/ficict, aliquam hypothefin re- 
fpectu functionis £ amplecti. E. g. in hypothefi tertia art. 9, 11. 



• 

a 



ifie error fit zzmmV — . Quod fi minus arridet, valor apptoxi- 

niatus tpfiiif n* ex ipfis erroribus adiumento formulas 

j+ + q'+ + x"* + e tq. 
ff 

peti poterit. Generaliter autem affirmare pofTumus, praecifionem 
dupliratam in ifta determinatione requirere errorum copiam qua- 
druplicatani, fiue pondus determinationis ipft multitudini 9 effe 
proportionale. 

Prorfus fimili modo, fi obferuationum errores partem con- 
fianlem inuoluunt, huius valor approximatus eo tutius e medio 
arithmetico multorum errorum rolligi poterit, quo maior ho- 
rum multitudo fuerit. Et quidem error medius in hac determi- 
natione metuendus exprimetur per 

- * 

V mrn 
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V 

<r 

fi t defignat partem coofiantem jpfam atque m errorem medium 
obferualionum parte confiante nonduni purgatarum, fiue fimpli- 

ro * ^ 

citer per —.- , fi m denotat errorem medium obferuatioaum a 

v 0" 

parte conftante liberatarum (v. art. 8 ). 

16. 

In artt, it — 15. fuppofuimus, errorea x, x\ x" etc. ad idcm 
obferuationum genua pertinere, ita vt fingulorum probabilitates 
per eaodem functionem exprimantur. Sed fponte patet, difqui- 
fitionem generalem «rtt. is — 14 aeque facile ad cafum generalio- 
rem extendi, vbi probabilitatea "erroruni x, x', x" etc, per fun- 
ctiones diuerfas <Dx, <tf-X, <p' x" etc. exprimanlur|, i. e. vbi erro- 
rea illi pertineant ad obferuationes praecifionis feu incertitudinia 
diuerfae. Snpponnmus, x effe errorem obferuationis talis, cuius 
error medius raetuendua fit =mj nec non x', x" etc. efle errores 
aiiarum obferuationum, quarum errorea medii metuendi refp. fint 
m, m" etc. Tuno valor medius aggregati a> x -f- x'x' -|- x" x" -f- etc. 
erit mm-\-mm -j-m"m" etc. Iam fi aliunde conftat, quantita- 
tes m, m, m" etc. «ffe in ratione data, puta numcris 1, f/, p" etc 
refp. proportionales , valor medius expreffionis 
xx-r-xx+x^+etc 

»+/*V +/*>"+••*. 

erit =mm. Si vero valorem eiusdem expre/Konis determinatum, 
prout fors errores x, x', x" etcoffert, ipfi mm aequalem poni- 
mus, error medius, cui haec detetminalio obnoxia manet, fimili 
ratione vt in art. praec inuenitur 

v^(n* + n'* + n * + etc — »1* — m'* — m"* — etc. ) 

» + A» W A*" + « tc - 

vbi n, n" etc refpectu obferuationum, ad quas pertinent errores 

C 
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x, x" etc, idem denotare fuppontintur, atque n refpmu obfer- 
vaiionis primae. Quodfi iuque numeios n, ri, n" etc. jpfia m, 
m', m" etc. proportionales fupponere licet, errbr iile metuendus 
medius fit . ' .. 

_ V(n * ~ mt )-S( l + +/*"'+ etc.) 




At baecce ratio, valorem approximatum ipfiua m determinandi, 
non cfl ea, quae maxime ad rem facit. Quod quo clariua oiten- 

damus, conlideremus cxprefEonem generaliorem 

. . . , „ ■., '„ \ ■ ' • • - •• ■ 

_ t« ¥ x -J- etc. 

i + afXfA+ajxfi-\- etc. 

cuius valor medius quoque erit = mm, quomodocunque elignn- 

tur coefllcientes a , a" etc. Error autem medius meiucndus, dum 

valotem determinatum ipfius y, prout fors errores x, x', x" elc 

offerl, ipfi mm aequalein fupponimus, inuenitur per ptincipia 

fupra tradita 

_ V^" 4 — m* + g'g'(ri* - , ri* ) + a " g" {ri'* - m "* ) + etc ) 

~ ~ , * i i . /f /t */ k — — — 1 

+ a M f* + a M f* + e lc - 
Vt hie error medius fiat quam miuiruus^ iiatuere oportebit 

, «* - '"* , , - 

«^-^•^ 

n 4_ m « 

Manifefto hi valores euoloi nequeunt, nifi infuper ratio quantiu- 
tuui n, ri, n" clc. ad m, ,ri^»t" ctc aliunde nota fuerit; qua cog- 
nitione exarta deficiente, faliem tulifiimnm videlur *), illas bis 
proportionalea fupponere (v. art.it ), vnde prodeunt valores 



•) Scilicet cognukmem cinaniiialum ri, fi" etc. in eo folo cafu in pote- 
ttate ciTtf coucipimnt), vui per rei naioram crrorea x, x" ctc. iplia t, 
*.',>»" etc. proportionalcc, aeqne pr&babilea cenfendl funi, «ut potiua vbi 

<?x = h '<f>\ ft -x) = u'<f>"( f i"x) etc. 
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tt — ~ — ; t ct — v » eic. 

L e. coeTficientes *', a" etc aequales ftatui debent ponderibus re- 
latiuis obferuationum, ad quas perlinent errores x', x" « tc. , af- 
fumto pondere obferuationis, ad qtiam pertinet error x, pro vni- 
ute, Hoc patto, defignante vt fupra a multitudinem 

propofitorum, habebimus valorem medium expreflionis 

■ ' * ' i " " " < 
xx + aii+«i i -f- etc. 



=zmm, atque errorem medium metuendum, dum valorem for- 
tuito determinatum huius expreulonis pro valore vero ipfius tnm 
adoptamus 

S (n* + aV *'* -f a"an"* + <*<• — <rm * ) 

0- 

et proin, fiquidem licet, ipfas n, n" etc ipfis m, m, m" pro- 

portionalea fupponere, 

n« — m« 

= ^ 

ff 

quae forraula identica eft cum ea, quam fupra pro cafu obferua- 
tionum eiusdem generis inucneramas. 



17. 

Si valor quantitatis, quae ab alia quantitate incognita pendet, 
per obferuationem praecifiooe abfoluta non gaudentera deurmi- 
nata eft, valor incogniue hinc calculatus etiatn errori obnoxids 
erit, fed nihil in hac determinatione arbitrio relinquitur. At fi 
plures quantitates ab eadem incognita pendentes per obferuatio- 
nes haud abfolute exactas iunotuerunt, valorem incognitae vel 
per quamlibet harum obferuationum eruere polTumus, vel per 
aliquam plurium obferuationum cotubinationem, quod infinitis 
modis diuerfis fieri poteft. Quaroquain vero valor incognilae tali 
modo prodiens errori feroper obnoxius manet , tamen in alia 

C a 
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combinatione maior, in alia minor error metuendus erit. Simi- 
liier res fe habebit, fi plures quantitates a pluribus incoj;nitis li- 
mul pendentes funt obferuatae: prout ohferuationum muititudo 
multitudini incognitarum vel aequalis, vel hac roinor vel m*ior 
fuerit, problema vel determinatum, vel indeterminatum, vel plua 
tjiiHtn determinatum erit (generaliter faltem loquendo), tt in cafu 
tertio ad incognitarum determinationem obferuationes infinitis 
modis diuerfis ccnibinari poterunt. E tali combinationum varie- 
tate eas eligere, quae maxime ad rem facunt, i. e. quae incog- 
nitarum valores erroribus minimis obnoxios fuppeditent, pro- 
blema fane eit in applicatione matbefeos ad philofophiam natura- 
lem Ionge grauiffimum. 

In Theoria motns corporum coeleftium ©fiendimus, quo- 
modo valores incognitarum maxime probabiUs eruendi fint, fi lex 
probabilitalis errorum obferuationum cognita fit; et quum haec 
lcx natura fua in omnibus fcre caGbus hypothetica maneat, theo- 
riam illam ad legem roaxime plauiibilem applicauimus , vbi pro- 
babilitas erroris x quantitati exponentiali e~ hhxx proportionaiis 
fupponitur, vnde methodus a nobis dudum in calculis praefer- 
tim aftronomicis , et nunc quldem a plerisque calculaioi ibu« /ub 
nomine methodi quadratorum minimorum vfitata demanauit. 

Poftea Hl. Laplace, rem alio modo aggreflus, idem princi- 
pium omnibus aliis etiamnum pracferendum e/Te docuit, quaecun- 
que fuerit lex probabiJitatis errorum, fi modo obferuationum 
multitudo iit permagna. At pro multitudine obferuationum mo- 
dica, res intacta maniit, ita vt fi lex noftra hypolhelica refpua- 
tur, methodus qnadratorum minimoium eo tantum nomine prae 
aliis commendabilis habenda fit, quod calculorum coscinnitati 
maxime eft adapuita. 

Geometris itaque gratum fore fperamus, fi in hac noua ar- 
gumenti uactatione docueiimua, methodnm qtiadratoium mini- 
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jnornm exhibere combinationem ex omnibos optimam, non qui. 
dem proxime, fed abfolute, quaecunque fuerit lex probabilitatis 
errorum , quaecunque obferuationum moititudo, li modo nolio- 
nem erroris medii non ad mentem ill. Laplace, fed ita vt in artt. 
5 et 6 a nobia factum efi fiabiliamus. 

Ceterum exprefTia verbis hic praemonere conuenit, in omni- 
bus difquifnionibus fequentibus tantummodo de erroribus irregu- 
laribus atque » ptrte confiante liberis fennonem effe, quum pro- 
prie ad perfectam artem obferuandi periineat, omnes errorum 
confiantium cauIT^s fummo Hudio ainouere. Quaenam vero fub* 
fidia calculator tales obferuationes tractare fufcipiens, quas ab er- 
ronbus conftantibus non liberas effe iufia fufpicio adeit, ex ipfo 
calculo probabilium petere poffit, difquifuioni peculiari alia oc 
cafione promulgandae referuamus. 

18' 

Pkoblema. 

Drftgnante U functionem datam quantitatum incognita- 
' runt V, V* V" etc. , quaeritur error medius M in determina- 
tione valoru ipfius U metuendus , fi pro^f, y\ y" etc. adop~ 
tentur non valores veri, fed ii, qui ex obferuationibus ab in- 
vicem independentibus, erroribus mediis m, m, m" etc. refp. ob- 
noxiis prodeunt. 

Sol. Denotatis erroribus in valoribus obferuatis ipfarum 
V, V*, V" etc, per e, e\ e" etc, error inde 
ipfius U exprimi poterit per functionem 

X«-r-XY + \"«"+ etc. = E 
vbi X, X', X" etc Xunt valores quotientium difierenitaltum — 
&U aU , . r 

\~y' % dV 7 ' elC * pr ° vaIor,bui verI * »P f arum V, V\ V" etc, fiqui- 
drm obferuntiones fatis exartae funt, vt errorum quadrata pro- 
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ductaque negligere liceat. Hinc primo fequitur, qtioniam obfer- 
vationum errores a partibus cooltanlibus liberi fupponuntur , va« 
lorem medium ipfius E efle = o. Porro error medius in valoro 
ipfius U metuendus, erit radix quadrata e valore medio ipfius 
EE, fiue M.lf erit valor medius aggregati 
. \\ e e + \'\'e'e' + \"\"e"e" + etc. +iXX'«'+flHV 
+ *\'\"e'e" + etc 
At valor medius ipfius \\ee fit \\mtn, valor medius ipfius 
\' \' e' e' fit = X'X'm'?« etc. j denique valores medii productorum 
flW' ec etc. omnes fiunt =o Hinc itaque colligimus 

M— >f ( \ \ m m + \' \' tn m + \" \" m" m" + etc.) 
Huic folutioni quasdam annotationes adiiccre conueniet. 

I. Quatenus fpectando obferuationum errores tanqtiam quan» 
titates primi ordinis, quantitates ordinum altiorum negliguntur, 
in formnla nofira pro \, \' \" etc. eliam valores eos quotien- 

tium —77 etc * adop tare licebit, qui prodeunt e valoribus obfer- 
d t 

vatis quantitatnm V, V, V" etc. Quoties £7eft functio linearis, 
nianifclto nulln prorfus erit differentia. 

II. Si loco errorum mediorum obferuationum , harum pon- 
dera introducere malumus, fint haec, fecundum vniiatem arbi- 
trariam , refp p, p, P etc. , atque P pondus determinationis va- 
loris ipfius U e valoribus obferuatis quantitatum f, f, F" etc 
prodeuntis. Ita babebimus 



V - 



\\ \'\' \"\" 

-\ r H — + etc 

P V P 



III. Si T eft functio alia data quantitatum V, V, V" etc 
atque, pro barum valoribus veris, 

dT ar , dT 
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error in determinatione valoris ipfius T, e valoribus obferualis 
ipfatum V % V\ V" ete. petita, erit = xe + aeV-f- *" e" + etc., 
= £*, atque error medius in ifia determinalione nietueadu* 
= /(xxmm + xxmm + x"*"m"m" + etc). Errores £, £ vero 
manifefto ab inuicem iam non erunt independentes-, v.-iloTcjue 
mvdius producti fcC", fccus ac v.ilor medius producti ee\ non 
erit = o, fed = x\m m + x'\'m'm 4- x"k"m"m" + elc. 

♦ 

IV. Problcma noftrum eliam ad cafum eum extendere licet, 
vbl valores quantitatum F, V\ V" etc. non immediate peir ob- 
ft-ruationes inueniuntur, fed quomodocunque ex obferuationum 
combinationibus deriuantur, fi modo lingularom determinationes 
ab iauiceiu -funt independeutes , i. e. obfcrualionibus diuerfis fu- 
perOructae: quoties autem haec condiiio locum non habct, for- 
jnola pro M erronea euaderet. E. g. fi vna alieiaue obferuatio, 
quae ad determinationcm valuris iplius V infcruiit, ctiam ad va- 
lorem iplius V detetminanduni adliibita eOet, errores e et e' 
haud amplius ab inuicem independeritcs forent, neque adeo pro- 
ducti ee' valor medius = o. Si vero in tali cafu nexus quanti- 
tatum V, V cum obferuationibus fimplicibus, e quibus deductae 
funr, riie perpcnditur, valor mcdins |>rodu«:ii e e adinmento an- 
notationis lll. aflignari, atque iic foiuiula pro M complcta reddi 
poterit. 

i '9- 

Sint V, V t V etc. functiones incognitarum x, y, z etc, 
multiiudo illarum — it, multitudo incognitarum = p, fuppona- 
mttsque, per obferuaiioties vel immediatc vel metiiale valores 
functionum iooentos elTe VzzL, V'-L\ V' = L"elc,, ita tainen 
vt hae determinationes ab inuicem ftierint iucJependonies. Si g 
maior eft qtiam ir. incognilarum euoluiio mHnifcfio fit problema 
indeterminatnm j fi p ipfi nr aequalis eJt, lingulae x, y, z clc. in 
formam functionum ipfaium V t V\ V" etc. redigi V el redactae 
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concipi polTunt, ita vt ex harum valoribus obferuatis valores ifta- 
rum inueniri polTlnt, fimulque adiumento art. priec praecifio* 
nem relatiuam fingulis his deterniinationibus tribuendam nfTignare 
liceat; denique fi g minor eft quam k, fingulae x, y, zetc. in- 
finitis modis diuerfis in formam funclionum ipfarum V, V' V" 
etc. redigi, afcoque illarum valores infinitis modis diuerfis erui 
poterunt. Quae determinationes exacte quidem quadrare debe- 
rent, fi obferuationes praecifione abfoluta gauderentt quod quum 
fecua fe habeat, alii modi alios valores fuppeditabunt, nec mi. 
nus dctermioAtiones e combinationibus diuerfis petitae inaequali 
praecifione inftructae erunt. 

» 

Ceterum fi in cafu fecondo vel tertio functiones V, V, V" etc 
ita comparatae eflent, vt tt — p 4" 1 «* ipfis, vel plures, um- 
quam functiones reliquarum fpectare liceret, problema refpectu 
pofieriorum functionum etiamnum plus quam determinatum eflet, 
refpectu incognitarum x, y, x etc. autem indeterminatum; harum 
fcilicet valores ne tunc quidem deterruinare liceret, quando va- 
lores functionum V, V, V" etc. abfolute exacti dati eflent: fed 
hunc cafuro • diaquifitione nofira excluderaus. 

Quoties V , V\ V" etc, per fo non funt functiones lineares 
indeterminatarum fuarum, hoc efficietur, fi Ioco incognitarum 
primitiuarum introducuntur ipfarum difierentiae a valoribus ap- 
proximatis, quos aliunde cognitos efle fupponere licet. Errores 
medios in determinationibus V ~ L, V — L , V"—h!' etc. me- 
tuendos re*fp. denotabimus per m, m, m" etc. , determinationum- 
que pondera per p, p' , p" etc , iu vt fil pinm — p'm'm'zZ 
p"m"m" etc. Rationem, quam inter fe tenent errores medii, cogni- 
tam fupponemue, ita vt pondera, quorum vnum ad lubitum accipi 
poteft, fint nota. Denique ftatuemus 

{V L)v>=v, {V — L') V p' — v', (V -L")\Tp"=v" etc 
Manifrfio itaque res perinde fe habcbit, ac 11 obfcruationes im- 

media- 



- 
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mediatae, aeqaali praecifione gaudentcs, puta quarum error me- 
diu» — m yf p = mV p' = m'V»"etc, uue quibua pondus = i tri- 
buitur, fuppeditauiffeut ) 

c=o, v =o,V'= o etc 



«* • • j • < 

20. 



Pboblsma. 

Dejtgnantibus v, v', v" etc. functiones lineares indttermU 
natarum x, y , z etc. fequentes 



■■■ 



v = a x + 6 y + c x + etc + 1 V 

o=«'x + b'y + c'z + etc + ( [ (I) : 

t>"= a"x + b"y + c"z + etc. + C etc ) 
ex omnibus fyftematibus coefficientium x, x\ x etc, qui indefi- 
nUedant 

x„ + *V + *'V+etc=x-A 

ifo »e A fit quantitas determinata i. e. ab x, y, x etc. independens, 
eruere id, pro q*uO xx + x x + x" x" + eic. nancifcatUr valorem mi- 



Sblutid. Statuamus 

ot> + oV + «rV'+ etc = £ ) 

hv + b'v + b"v" + etc. = «, < (II) 

c* + cV + cV + etc. ) ; 
etc: eruntque etiam fc % i\, £ etc functiones lineares ipfaium a», 
y, ietc; puta % 

£ = xSoii + ySfli -f- zSac + etc. + 2ol j 
' H = xSao + yl2oD + *26c + etc. + 2ol ( (III) 

£ = irlae + y£6c + x2cc + etc. + ScJetc ) 
(vbi 2a« dcnotat aggregatum ( oo + a'o' +n"o"+ etc, ac per- 
inde de reliquia), 

D 
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niultitudoque ipfarum £, % t £ etc. multitodini indeterminatarum 
sc, y, * etc. aequalis, puta = ?«r elimioationem itaque elici 
poterit aequatio talis •) 

x=,* + [«rt]£ + [*/3]»j + [tfy]£+ «tc . 

in qua fubftituendo pro £, »j, £ etc. valores earum ex III, aequa- 

tio identic* prodire debet. Quare fiatuendo 

a [ctrt] + b [a/3] -f- c [«y] + etc. = « ^ 
o'[rtrt] + i' [rt/3] + c'[rty] + etc. = «' ( (IV) 
o"[a«] + fc"[rt3j + c"[rty] + etc = a" elc. ) 

B(cefTario erit indeBnite- 

a« + aV + a"t>" + etc. =x — ^ (V) 

Haec aequatio docet, inter fyfiemata vatorum coeffieienlium x, x,' 

je" etc. certo etiam referendos efTe hosx = a, x' = a , x" = «" etc. 

nec non, pro fyfieiuate quocunque, fieri debere indefinite 

(x-a)t> + (x'-«')t>' + (x"-a>" + etc. =^_A 
quae aequatio implicat fequentes 

(x— «)a + (x'^«')o' + (x"— «")«"+ etc. —o 
(x — a)fr + (x'— a')o'+ (x" — a")fc"+ etc. = o 
(x — a)c + (x'— a')c' + ( x" — a")c" + etc. = o etc. 

Multiplicando has aequationea refp. per [««]> C«y] etc, 

et addendo, oblinemus propter (IV) 

(x — tf)rt+ (x' — «')«' + (*"—«*)«"+ etc = o 
fine quod idem eft 1( * , W ; - • , ,. , . 

, *x + xV + x"x" + etc. = «« + + etc . 
+ (x-5) 9 + (*'-«')■ + (x"-«")» + etc 

vnde p*tet, aggregatum xx + x'x' + x"x" + etc yalocem mini- 
mum obtioere, fi fialualur x=«, x'=«'r x"=r«" etc p. E. /. 

1 *) Ralio. cur uA oVnourtdos cdcfKeientei e ts!i cllminaiinne prodcun. 
ici, hi>t poliOioaom cbariciere» clege rienut, inirt elutcbft. 
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Ceterum bic valor minimus ipfe fequenti modo eruiiur. Ae- 
quatio (V) docet efle 

aa + a 'a + «'V + etc. = 1 
«&+a'o' + «*o"+etc. =o 
«c + «V + a"c" + etc. = o etc. 

Multiplicando*has aequationes refp. per [aa], [a|3], [«»/] etc. 
et addendo, protinus babemus adiumento aequationum (IV) 

«« + aa + a" a" + etc. = [aa] 

21. 

Quum obferuationes fuppeditauerint aequationes (proxime 
veras ) v = o, »' = o, »"=o etc, ad valorem incognitae x inde 
eliciendum, combinatio illarum aequationum talis 

x v + x v + etc. = o 
adhibenda eft, quae ipfi x coefficientem t conciliet, incoguitas- 
que reliquas y t x etc. eliminetj cui determinationi per art. ig. 
pondus 

1 

= x* + x'x' + x"x" + etc 
tribuendum eric Ex art. praec. itaque fequitur, determinationem 
maxime idoneam eam fore, vbi Itatuatur x~a, x' = a', x" ~ a' etc. 
Hoc pacto x obtinet vaiorem , manifeftoque idem valor etiam 
(absque cognitione multiplicatorum a, «', «" etc. ) protinus per 
eliminationem ex aequationibus £=o, sj=o, £=o etc. elici poteft, 

Pondus huic determinationi tribuendum erit = 7 7 , liue error 

medius in ipfa metuendus 

= «iv>[««] =mVp'[««] =mVp"(«tt] etc 

Frorfua fimili modo determinatio maxime idonea incognita* 
rum reliquarum y, x etc. eosdem valorea ipfis ronciliabit, qui 

D a 
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per elirainationem ex iisdem aequationibus g=p, »j = o, £=oeic- 
prodeunt. 

Denotnndo aggregatum indefinitum v v + v v' + v* v" etc, 
frae quod idem elt hoc 

p ( L )* + p'( V - L' ) • + p" ( V - L" )» + etc 

per £1, patet, a£, a »j, n £ etc. efle quotientes diiferentialea par- 
tialea functionis £l, puta 

Quapropter valorea incognitarum ex obferuationum combinatione 
maxime idonea prodeuntea, quos valores maxime plaujibiles com- 
mode vocare polTumus, identici crunt cum iis, per quos £2 va- 
lorem minimum obtinet. lam f— L indefinite exprimit diffe- 
reniiam inter valorem computatum et obferuatum.. Valores ita- 
que incognitarum maxime pl.uilibiles iid«m erunt, quf fumniara 
quadratorum differentiarum inter quantitattim f, V" etc. 
valores obferuatoa et computatos, per obferuationum pondera 
muHiplicatorum , minimam e/ficiunt , qnud prinripium in Theo- 
ria Molus Corporum Coelefiium longe alia via ftnbiliueramus. Et 
fi infuper praecifio relatiua fingularum deierminalionum n fli- 
gnanda eft, per eliminnlionem indefiniiam ex acquationibus (III) 
ipfas x, y, z etc. in tali forma exhibere oporttt : 

* = ^+[aa]£+[a£]„ + [ay]c?+etc. . 
y = fl + [i3a]£+[03]»»+.[/3y]£+etc, I (VII) 
z=C+ [ya]£+[y0h + [yyj^+etc. \ 

»' ■ ..." " ■ « . f.T 

etc. 

quo pacto vnlores maxime plaufibiles incognitarum x, y, s elc. 
erunt refp. A, h, C eic, atque pondera bis deteruiinalionibus 



Qigitized by Google 



THEORIA COMBIN. OBSERV. ERRORIBUS MINIM. OBNOXIAE. 0.9 

♦ 

i i 1 

tribuenda 7 7 , Th^r, , 7 r etc. , fiue errores medii in 

[aaj [/3/3J [yyj 

ipfis metuendi 

pro x mV p[aaj =mV p'[aa] — m"V p"[aa] etc. 

• pro y >nVp[&B) = m'Vp[$B] = m"Vp"[&&] etc. 

. pro z »"Vp[yy] =wVp'[yy] = m "Vj»"[yy] etc. 

etc. 

quod conuenit cum iis, quae in TheoriaMotut Corporum Coe- 
Uflium docuimus. 



De cafu omnium fimplicillimo, fimul vero frequentifTmio, 
vbi vnica incognita adrft, atque rri,^'::!, /'" = ieic, paucis 
feorfim agere conueniet. Erit fcilicet « = V p,a' = V p\a" — V p" eic, 
l — — LV p, ( ~ — L'V p\ t' — — L" V p" etc. , et pioin 

£ = (/» + /> ' + />" + ««•) * — (pL +p'L' +p"L" + etc) 

» 

Hinc porro 



(««] = 



P + P +P + eic- 
pL -\- p' L' + p"L" + etc. 
*» + /»' + ?" + etc. 



Si haque e pluribus obferuationibus inaequali praecifione 
gaudentibus, et quarum pondera refp. *funt p, p\ p" etc. , valor 
eiufdem quantitatis imienlus eft e prima -L, f fecuuda zz L', e 
tertia =r L" etc, huius valor maxime plaulibilis erit 
p L + p' L' + p" L" + etc. 
/' + />' + />" + * ,c . 
pondnsque huius dctctniinaiionis =z p + p' + ;/' etc. Si omnes 
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obferuationes aequali praecifione gaudent, yalor maxime plaufibi- 
lis erit 

L + L' + L" + etc. 
rr 

i. e. aequalis medio arithraetico valorum obferuatorum, huitrsque 
determinationis pondus — rC , accepto pondere obferuationum 

■ 

pro 



Digitized by Google 



T H E O R I A 

COMBINATIONIS OBSERVATIONUM 
ERRORIBUS MINIMIS OBiSOXIAE. 



PARS POSTERIOR. 
SOCIETATI EBGUE EXHIBITA FBBR. s, 18*» 

l 

23. 

Plurea adhuc fuperfunt difquifitiones , per quas theoria praeco» 
dens tum illuitrabitur tum ampliabilur. 

Ante omnia inuefiigare oportet, num negotium eliminatio- 
ni», cuius adiumento iodeterminatae x, y, z etc. per £, jj, ^ etc. 
exprimendae funt, femper fit poflibile. Quum multitudo illarum 
niuUitudini harum aequalis fit, e thcoria elimioationis in aequa- 
tionibus lincaribus confiat, illam eliminationem, ii £, jy, g etc. 
ab inuicem independentes iint, certo pofilbilem fore; lin minus, 
impofiibilem. Supponamus aliquantifper, £. jj, £ etc. non efi"e ab 
inuicem independentes, fed exfiare inter ipfas aequationem 
idenlicam 

0 = F£+Gr,4-Hi+tic. + K 
Habebimus itaque 

F%aa + G^ab + H"Zac + etc =0 

FSafc- + GZ,bb + H^bc + etc =0 
* f Xn* -f- G£oc + H^cc + etc. = o 

etc, nec"non 

FXnl+GXbl + H-Zcl + ete. = — K 
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Sldtuendo porro 

oF+lfi + c H + etc. = 0 

a F + {,'G + c 11 + etc. = ff 1(1) 

a"F+ b"G + c"H + etc = 0" > 
etc. , eruitur 

«0 +a'fl'-f-a w 0" + etc = o 

fc0 + 6'0'+6"0" -f- ctc. =o • 

cfl + c'Q' + c"d" + etc=o 

* 

etc. , nec noa 

IQ + tff + fff' + etc = — iK 

Multiplicando itaque aequationes (I) refp. per 0, ff, ff' etc. et 
addendo, obtinemus: • 

o = QB + ffff +ff'Q" + etc 

quae aequatio manifefto confiftcre nequit, nifi fimul fuerit Q = o, 
ff = o, 0" = oetc. Hinc primo colligimus, necelTavio effe debere K = o. 
Dein aequationes (I) docent, fuactiones v, v, v" etc ita compa- 
ratas elle, vt ipfaium vnlores non mutenlur, fi valores quantita» 
tum x, y, xetc. capiant incrementa vel decrementa ipfis /•", G, 11 etc. 
refp. proportionalia, idemque manifefio de funciionibus f, V 1 
f" elc valebit. Suppofitio itaque confiftere nequit, nifi in cafu 
tali, vbi vel e valoribus exactb quanlitauim .F, V' , V*' etc. va- 
lores incognitarum x, y, z etc. determinare impoffibilc fuiffct, i. e. 
vbi problcma natura fua fuifTet indetermioatuin, quem cafum a 
difquifitione noftra exclufimus. 

■ 

* 

2+ 

Denotemus per /3, /3', ;3" etc. nuiltipliratores , qui eandena 
relationcm habent ad indeterminatam y, quam babent a, a, a" etc. 
ad x, puta fit 

a[a&] 
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« [/3«3 +b[$3] + c [/3y] + ctc. = 3 

«'10*1 + i'[33] + *' [3y] + « tc - =3' 
«"[3*] + *"[33] + '"[3y]+etc=3" " 

elc. , ila vt fi.it indefinite 

3i>+3'r' + 3"w"+ etc. = y - D 
Perinde fint y, y', y" etc. mulliplicatores fitniles refpectu indeter- 
minatae z, puta 

«[y*] + & [y31 + e[yy] + etc. =y 

«'[ya] + 6'[y3] + «'[yy] + etc. = y' 

. «"[y*] + *"[y3] + e"[y/] + « tc - =y" 

etc. , ita vt fiat indefinite 

yy + yV+y"©" + etC. = Z— C 

er. fic ponro. Hoc pacto, perinde vt iam in art. ao. inueneramus 

2«a= 1, 2ao=o, 2ac = o, etc, nec non 2a/ = — 
etiam habebimus 

, 23<»=o. 23*>= 23'= °« tc -. at q«« 23'= — b 

270 = 0, 2y©=o, 2yc= » etc, atque 2y/ = — C 
et lic porro. Nec minus, quemadmodum in art. ao. prodiit 
2cta = [aa], etiam erit m . , 

233= [33]. 2yy = [yy] etc. 
Multiplicnndo porro valores ipfornm a " etc. (art. ao. IV) 

refp. per 3»3'i3' etc * et «ddendo, obtinemus 

a3+«'3' + *"3" ««■ = [*0h llue 2a3= [«3] 
Multiplkaodo autem valorea ipforum 3.3 » 3' et c "Q>- per 
a,a', a" etc, et addendo, perinde prodit , 

a3 + *' 3' + *" 3" +etc. 9 [3a], adeoque [«3] = [3*] 
Prorfus fimili modo eruitur 

[ay] = [ya] = 2ay, [j3y] = [y3] = 23y ete. 

25. 

Denotemus porro per X, X', X" etc. valores functionum 
t>, v, v" etc, qui prodeunt, dum pro x, y, z etc. ipfarum va- 
lores maxitne plaufibiles A, D, C etc. fubitituuntur, puta 

E 
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o/# + fcB + cC + «tc. + / = X 

a A +b' B\-c'C + etc. + 1 = X' 

o",*+ 6"B + c"C ^ etc. + /" = X" 

etcj ftatuamus praeterea 

XX + X'\' + X"X"+etc = M 

ita vt fit M vMor funclionis £2 valoribus maxime plaufibilibus 
indeterminataruru refpondens, adeoque per ea, quae in art. ao. 
demonftrauimus, valor mioimus huius functionis. Hinc erit 
oX + o'X' + o"X" + «tc valor ipfius £, valoribus x — A, y = fl, 
x = Cetc refponden», adeoque = o, i. e. habebimu» 

2oX = o 
et perinde fiet 

2i»X = o, 2cX = o etc; nec non 2<tX = o, 2/3\ = o, 
2y X = o etc. 

Denique mulliplicando expreifiones ipfarum X. X', X" etc per 
X, X', X" etc refp., et addendo, obtinemus / X + /X' + /"X" + «te. 
= XX + \'X' + \"X" + etc, fiue 

26. 

Substituendo in aequatione »=ox + by + cx + etc + /, 
pro x, y, * e lc * expreffiones Vlf. art. b», prodibit, adbibhi» 
reductionibus ex praecedentibos oboiis, 

i> = a£+/3>? + y£ + etc/+ X 
et perinde etit indefinite 

v"=«"£+/3"*i + y"^+ e ^+^" 

etc Muhiplicando vel has aequationes, vel aequationes I art. 00. 
refp. per X, XV V ctc. , et addendo, difcimus efle indefinile 
+ etc= Af. 
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27. 

Fuactto Gl indefinite in pluribus forniis exhiberi pottfr, 
quas euoluere operae pretium erit. Ac primo quideni quadrando 
atquationes I art. ao. et addendo, ftatira fit 

ft="S«fl + yy"Zbb + etc. + axy 2 ab 

+ 9 "Soc + ayz2bc + etc. + 8x2a/+ aj-^W 
+ flz2c/ + etc + 2//- 

e> 

quae eft forma prima. 

Multiplicando easdem aequationes refp. per v, v,' v" elc, et 
addendo, obtinemus: 

a = £x+ V y+gx + etc. + /«,+ /'»' + l"v"+ etc. • 
atque hinc, fubitituendo pro t>, v,' v" etc. expreffiones in art. 
praec. traditas, 

il = £x -f r y + gx+ etc. — A£ — Bq — Cg — etc. + M 

fiue 

a = £t>— O + »(y — B) -f- £(x - C) + eic + M 
quae eit forma Jecunda. * 

Subftituendo in forma fecunda pro x — A, y — fl, x — Cetc 
exprefiiones VII. art. ai, obtinemus formam tertiamx 

a = [**]££ + [(S0i V i + ivv]ii+ +«l>/3]£ )f 

+ »[«y]^+ »C3y]»t£ + etc. + Af. 
Hia adiungi poteft forma quarta, ex forma tertia, atque formulis 
art. praec fponte demanans: 

a=(*-M« + (t>'-x')» + (»"-r)»+etc + Mt fiue 
n = M+ s(«-x)« 

quae forma conditionem minimi directe ob oculos fiftit. 

28- 

Sint e, e', t etc errores in obferuationibns, quae dedernnt 
V—*** VzzV , V" = L" etc. commiflt, i. e. fint valores veri 
functionum V % V\ V" etc refp. L — e t L' — L"- e " etc. adeo- 
que valores veri ipfarum v, v , v" etc. refp. — eSp, — «Vp', 

£ t 
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_ e" p" etc. Htne valor verus ipfius x erit = A — tt e V p 

— a'e'Vp a" / p" etc. , fiue error valoiis ipfius x, in dc> 

terniinatione maxime idonea comiuillus, quem per £x denotare 
conueoit , 

= a e \ r p +«'«Vp'+ a"e" V p" + etc 
Permde error valoris ipfius y in determinatione maxime idonea 
commifius, qtiem prr Ey denotabimus, erit 

= eeVp + ffe , S P ' + 9re"fp"+ etc. 
Valor medius quadrati (Ex> a iuuenilur rinmp(c(« + «'«' 
_i_ a " a " etc.) = mmp[(t«]; vilor medius quadrati (£y)* per- 
inde = »M"ip[33J elc » v * * am fupra docuimus. Iam vero eium 
valorem medium producti Ex.Ey affignare licet, quippe qui in- 
venitur 

= r/i?np(aj3 + a & + a"&' + etc.) =romp [a 3]« 
Concione haec ita quoque exprimi poflunt. Valores medit qua* 
dratorum (2?x) 2 , (£y) a etc. refp. aequales funt productis ex 
\mmp in quolientes differenualiuma|>aiualium fecundi ordinis 

dd£2 dd£2 



d£» * d„* 

valorque ntedius proJu.tJ talis. vl Ex. Ey w aequali» eft producto 

" V „. . ddU 

ex Immp in quotientcm differenlialem ^ ^ , quatenus qui- 

dcm Q, tamquam functio indeterminatarum £, jj, g etc. con« 
lideratur. 

z r. 2o. 

' - i ' • 

Defi^nct t functionem datani linearem quantitalum x,y, * etc. 

° . ,| , , . m . 'tr ■• . ' 

puta lit 

t —fx + gy + fct + e,c - + *■ 
Valor ipfins t, e valoribus maxime plaufibilibus tpferum x, y, xetc. 
prodiens hinc erit z=fA + g B + hC + etc. + *, quem per K 
denotabimus: Qni fi inmqttam valor verus ipfius t adoptator, ei 
ror comhiitmur; qui crit 

-fEx + gEy 4 h Ez + eU. 



er- 

J ... r> 
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«tque per Et denoiabitur. Manifefio valor medius fauius erroris 
fit — o, fiue error a parte confiante liber erit. At vaior uiedius 
quadrati (£c) 9 , fiue valor medius aggregati 

/ /(£x) 1 + fl/g £* . £y + 2 //1 £z , Ez + etc. 

+ 66 (Ey)* + eghEy .Ez + etc 

+ /1 /1 (Er) a -f- etc. etc. 
per ea, quae in art. praec. expofuimus, aequalis fit pioducto ex 
vimp in aggregatum 

//[*«] + «/*[«i3j-f- »/*[*•/] + etc. 

-j- h h [y yj elc. etc. 
fiue producto tx mmp in valorem funclionis £2 — M, qui 
prodit per fubfiiiutiones 

£ = /, r = 6' i— h etc - 
Denotando igitur hunc valorem determinatum functionis £1 — M 
perw, error medius metuendus, dum delerminatiooi tzzK adhac 

remus, erit = mVpoj t fi ue pondus huius deterininationis =:— . 

Quum indefinite habeatur 12, — M=(x - £+- (y - B) jj 
+ — etc , patet, quoque .aequalem effe valoii deter- 

minato expreflionis (x - A) f + {y _ li) g + (r _ C ) /, + etc., 
fiue valori determinato ipfius t-K, qui prodit. fi indetermina- 
tis x, y, zetc tribuuntur valores ii, qui refpondent valoribus 
ipfarum £, r,, £ eto his f,g, h etc. 

Deniqne obferuamus, fi t indefinite io fbrmam functionis 
ipfarum £. v. £ etc. redigatur, ipfius partem confiantem necessa- 
rio fieii = K. Quodfi ipituir indefinite fit 
t=F£ + G v + H£+ etc. + K 
erit u =fF+gG + hH + etc. 

30. 

Funrtio n valorem fuom abfotute minimum M, vt fupra vi- 
dinu:$, nanr»ftitur, faciendo x = A, y — B, x-C etc., fiue £=0 
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jj — o, £=o etc. Si vero alicui illarum quantitatum valor aHus 
iam tributua clt, e. g. x = A + A, variantibua reliquis Q affequi 
poteft valorem relatiue mioimum, qui manifefto obtinetur adiu- 
mento aequationum v 

Fieri debet itaque r~o, £=o etc,, adeoque, quoniam x — A 

A 

■+[**]£ + [«3]* + [*y)£+ j^jj-* simul »» b « bitur 

ysB+ V i "» » = C + r " etc. 
' [cta] [aaj 

Valor relatiue minimua ipfius £2 autem fit =[aa] + M 

— iHJ-A^,. Vice verfa hinc coUigimus, fi valor ipfius Q, li- 
^[*ct] 

mitem praefcriptum M + non fuperare debet, valorem ipfius 
x neceffario inter limitea A — u V[aa] et^ + ^/[aa] conten- 
tum effe debere. Notari meretur, uV[aa] aequalem fieri errori 
medio in valore maxime plaufibili ipfiua x metuendo, fi ftatuatur 
u — mVp, i. e. fi u aequalis fit errori medio obferuationum ta- 
lium, quibu» pondus = * tribuitur. 

Generalius inueftigemus valorem minimum ipfius Q., qui 
pro valore dato ipfiua t locum habere poteft, denotante t vt in 
art. praec. functionem linearem fx + gy + /»* + etc. + A, et 
cuius valor maxime plaufibilis = K: valor praefcriptus ipfius t 
denotetur per K + x. E theoria maximorum et minimorum con- 
ftat, problematia foluiionem petendam effe ex aequaiionibus 
dQ dt 
dx dx 

d7- 0 dy 

da fl d* 

— = 0 -r- etc. 
ds di 
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* 

fiue £ = fl/, q-Gg* i=9h etc, defignante Q multiplicatorem ad- 
huc indeterminatum. Quare fi, vt in art. praec., Aatuimus, eflfe 
indefinUe 

t = F£ + + + etc. + K 

habebimua 

K + x ~8(fF+gG + hH+ etc.) + K, fiue 




acctpiendo u in eadem fignificatione vt in art. praec Et quum 
£2 — M , tndefinite, fit functio homogenea fecundi ordinia in- 
determinatarum £, jj, r^etc. , fponte patet, eius valorem pro 
£=Qf, ijzzQg, i — 6h etc. fieri = 0{Joj, et proin valorem mini- 
mum, quem £2 pro t~ K + x obtinere poteft, fieri = M + 00« 
xx. 

zzz M H . Vice verfa, fi £2 debet valorero aliquem praefcriptum 

M + fi p non fuperare, valor ipfius t neceflario inter limites 
K — /jv r (i) et iSC + fi a> contentus efTe debet, vbi ptV ca aequalis 
■fit errori medio in determtnalione maxime plaufibili ipfius t me> 
ttteodo, fi pro u accipitur error medius obferualionum, quibus 
pondus = 1 tribuitur. 

3«- 

Quotirs multitttdo qnantitatum x, y, z etc. paullo maior eft, 
determinatio numerica valoium A, B, C etc. ex aequationibus 
£ = 0, jj = o, g= o etc. per etiminationem vulgarem fatia molefia 
euadit. Propterea in Theoria Motus Corporum CoeleiHum art. 
132 aigorithmum peculiamn addigitauimus , atque in Disquifi- 
tione de eleuuntis ellipticis PaUadis (Comm. recent. Soc. Got- 
ting. Vol. I. ) copiofe explicauimus , per quem labor ille ad tan- 
tam qtiantam quidem res fert fimplicitatem euehitur. Reducenda 
fciltcet elt fnnctio il fub formam talem; 
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a o . ' ' . " . " '" 
U U U U tt U U U 

-^r + + "r" + -g-- + etc - + 



vbi diuifores 2f°, SB\ <T', £)'" elc. funt cjuantitates determinatae; 
u°, u, u", u" etc. aulem functiones lineares ipr.mim x, y, z etc. 
qtiaruni tamen fecunda u libera eft ab x, tettia u" iibera ab x et 

y, qttarta libera ab x, y et z, «t fic porro, ita vt vltima «*"*"*'' 
fohim vltimam indeterininatarum x, y, z etc. implicct; denique 
coeflicientcs , per quo» x, y, z elc refp. multiplicatae funt in «°, 
u, u" etc, refp. acqualcs fuot iplis 23'. <T etc. Ouibus ita 

factis Jtatueodum eft «°=:o, u —o, u" = o, u " - o etc, vnde va- 
lores incognitarum x, v, z etc. irtuerfo ordine comtuodiiTime eli* 
cientur. Haud opus videtur, algorithmum ipfum, per quem 
haec transformalio fuoctionis 0> abfoluitur, hic dcnuo repetere. 

Sed multo adhuc magls prolixum calculum requirit elimina- 
tio indeiinita, cuius adiuniento illarum detenninaiiomim ponclera 
inuenire oportet. Tondus quidem deterruinaiionis incognitae vl- 

limae (quae fola vltimam i/*""' 5 ingreditur) per ea, quae in 
Theoria Motus Corporum Cocleflium demorifiraia funt, farile in» 
veniltur aequale termino vllimo in ferie diuiforum Cetcj 
quapropler plures calculatores , vt eliminationem illam moleftam ' 
etiitarent, deficientibus aliis fubfidiis , ita fibi confuluerunt, vt 
algorithmum de quo diximus pluries, mutato quantitatum x, 
y, z etc, ordine, repeterent, fingulis deinceps vltimnui locum 
occupantibua. Gratum itaque geometris fore fperamus, fi mo- 
dum nouum pondera determinationum calculandi, e penitiori 
argumenti perfcrutatione hauftum hic exponamus, qui nibil ara* 
plius defiderandum relinquere videtur. 
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* 

32. 

Statu.imns inq«i« > «fTe (l) 

u^K^i + i» 0 / + £° z + etc. + i° 

u' = gj'y+ cr *+ etc. + r 

u" = (Tz+ttc. + i" 

eic. 

Hinc erit indednite 

*d«a=£dx + qdy + ^dz + etc. 
u° du° u Au u" A u" 

93° <S° 
= «°(dx + ^ody + ^-dz + etc.) 

+ u'(dy+ gj' dz + etc ) + M ( ds + etc 0 + etc * 
▼nde colligiruus (II) 

£="° 

ff» ff' 

£=r° u ° + » ;tt + tt '' 

etc. 

Supponamus, hinc deriuari formulaa fequentea (III) 
u° = £ 

u = * £+n 

u" = ^"£ + fl"i| + ^ 

etc. 

Iam e differentiati completo aequationis 

n = £(x-^) + »Ky-*) + £(*-C)+etc. +/H 

fubtracta aequalione 

Jd£2 = £d* + i,dy + £dz + eto. 

fequilur 

4da=(x-^)d£ + (y -B)d»,+ (z-C)d^+ etc. 

F 
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quae expreflio identica efTe debet cum hac ex III demanante: 

Hinc colligimus (IV) 

o ' . " 

// 

u 

z = + ctc. C 

etc. 

Subftituendo in his expreflionibus pro u°, u', u" etc. valorea ca- 
rum ex 111 depromtos, eliminatio indefinita abfoluta etit. £t 
quidem ad pondera determinanda habebimus (V) 
i A' A A" A* A'" A"' 

[««] - -fta H ^ 1~ "~(T"~ + ~I>'~ etC " 

i i/' zr u'" /r 

[33]= + -j l~ + -^rfr- + etc 

i C" C" 
[yy]= g" + + etc * 

etc. 

quarum forinularum fimplicitas nibil defiderandum relinquit. Ce- 
ternm eliam pro coefficicntibus reliquis [ap] [«*/]• [&7 J «tc. 
formulae aeque limplices prodeunl, quas tamen , quum illorum 
vfus Ilt rarior, hic apponere fuperfedemus. 

33- 

Propter rei grauitatem, et vt omnia ad calculum parata linr, 
eliam foimulas explicitas ad determinationem roefficientium A\ 
A" , A'" etc. B" , ti" etc. etc. hic adfcribere vifum eft. Duplici 
modo bic calculus adornari poteli, quum aequationes identicae 
prodire dcbeant, tum fi valores ipfarum u°, u, u" etr. ex III 
depromti in II fubftituuntur, tum ex fubilituiione valorum 
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ipfarum £, »t, g etc. ex II in III. Prior modus haec formularum 
I yliemata fubminiltrat : 
95° 

<£° €' 

T • * T • T — 0 
etc. vnde inueniuntur A' , A", A" etc. 

€' 

etc. vnde inueniuntur B", fl'" etc. 
£>" 

•tc vnde inueniuntur C" etc. Et fic porro. 

Alter modus has formulas fuggerit: 
%*jt + *° = o 
vnde habetur a'. 

%° A" + 93° fl" + <E° = o 

23' B" + €' = o 
vnde inueniuntur B" el yf". 

2t° + 23° B"' + e° C" + D° = o 
23' fl" + €' C" + = o 
C'C + X>" =0 
vnda inueniuntur C", B"', ^"'. Et fic porro. 
Vterque modus aeque fere commodus eft , fi pondeta determina- 
tionum cunctarum x, y, z etc. defiderantur; quoties vero e quan- 
titatibus [asj, [/8(3], [yy] •*& vna tantum vel altera requiri- 
tur, manifeito fyltema prius longe praeferendum erit. 

F a 
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44 

Ccterum cotnbinatio aequationum I cum IV ad eas-letn for 
niulas perducit, infuperque calculuin dupliceui al eruendos valo 
res maxime plaufibiles A, D, C etc. iplos fuppedilal , puta primo 

i° i' i" , i " 

J= — jp~/ - A" ^ - A'" - etc. 

i' i" ,, i'" 

r ^ r 

C = (£ ' ©"' 'tc 

ctc. 

Calculus alter identicus eft cum vulgari, vbi iiaiuilur u° = o, 
u' = o , u" = o etc 

34- 

Quae in art. 38. expofuimus, funt tantumraodo cafus fpe 
ciales theorematis generalioiis, ijiiod ita l'e habet : 

Theohema. Dtfignct t functionem linearem indeterminatarum 

x, y, z etc. hanc 

t = fx + gy + hz + etc. + k, 

quae transmutata in fwtctionem indctirminnlnrum u°, U, u" ctC fiat 

t = A° K fl + * 4- k" u" + eic. + K 
Quibus iia fe hftbentibui erit flfvator niaxime plaufibilis ipfius t, 
atque pondus huius determinationis 

i 

= %°h°k* + ®'A'A' +'erk"k" + tto. 

Dem. Pars prior theoremali* inrte pnfet, quod valor maxi- 
me plaulibilis iplius t valoribus u° = o, u' = o, u' = oetc. refpon- 
dere dcbet. Ad pofteriorem demonftrandam obferuamus, quo- 
niam £d £2 = £dx4- Jjdy + gdz + ctc, atque dt =fdx + gdy 
+ hdz + etc, eflV, pro £=/, r\-=g, i=h elC, independenter a 
valoribus difierentialiuni dx, dy, dz etc 
d£2= »dt 



A 
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» 

Hincvero fequitur, pro iisdem valoribus £=/, »f = £, g=h elc, 
fieri » 
«° 1/ u" 

^ du° f^rdu + -J^r. du"+.etc. = A=>du° + A' d u' 
A"du"+ctc. 

lam fncile perfpicilur, fi dx, dy, dz etc. fint ab inuiccm indts 
pendentrs, eti.1111 d«°, du', du"etc, ab inuic-m independenles 
effc ; vnde co'li»iiiuis. pvo £=/, y = g, £ = /» etc. ciTe 

1,»=^°, u'=2va', u"- <rr ctc 

Quamobrem valor ipfius iisdciu valoribus refpondens erit 

■= A°A° + $'A'A' + <T'A"A" 4- etc. + /W. 
vnde per nrt. co- thtorematis noltri veritas protinus demanat. 

Ceterttm fi transfunn.ition<*m funrtionis t immtdi.ite, i. e. 
absque cognitione fubliitutionum IV. art. 30, peiiicerc cupmus, 
praeito funt formulae: ijs 

" * 
g = <S^A° + 9VA' 
/1 = <£*A° + <TA' + €"A" 
etc. , vnde cooilicientrs A°, A', A" elc. deinceps detertainabunlur, 
tandenujue babebitur '< 
IC = — i°A° — 4'A' — 4"A" — etc. 

35- 

Tractaiione peculiari dignum eft problema fequens, tutn 
propter vtilitaiem practicam, tum propter folutionis concinni- 
tatem. 

Imtenire mutatioves valorum maxime plauftbilium incognita- 
rum ab accejponc aequatiouis nouae productas, nec non pondera 
nouar um determinationum. 

■,. < ■ t 

Rclinebimus defignationes in praecedentibtts adhibitns, ita 
vt aequationes primiiiuao, nd pondits = 1 reductae, lint hne 
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v — o, v' = o, »"=oetc. ; aggregatum indefinitum vv + v'v 
+ v"v" ctc. = il; porro vt £, »j, £ etc. lint quolientea diffe 
rentiales partialrs 

dll dCl d.Q 

cdx a d y idz 
denique vt ex eliminationc indefinita fequatur 

x -A + [et*}£ + 0/3] - + [«y]£ + etc. j 

y = /J + F«0]£+[3/3]„ + [f3y]£ + [ (i) 
x= C + [«y]£+[;3y]„ + [yy]£ + etc. ) 
Iam fupponamus, atcedere aequationem nouam t>* = o (proxime 
• veram , et cuius pondus = i), el inquiramus, quantas mulaliones 
binc nacturi fint tum valoces incognitarum maxime plaufibiles 
A % B, C etc, tum coeflicientes [««], [a&) etc. 

Siatuamus Q, + v*v* — Q 9 , 

d £T „ d £T d Q* ■ 

fopponamusque , hinc per eliminalionem fequi 

x = + [««♦]£* + [aj3'J X 4 + [ay»j^ ete. 



v* =/x + ~ y + Jix + etc. 4" ^ 
prodeat inde, fubftitutis pro x, y, x etc. valoribus ex (I), 

= F£ + G V + H£ + etc. + K 
ftatuaturque F/+ Gg + ///» + etc. = «. 

Manifefto K etit valor maxime plaufibilis functionis »*, qua- 
tenus ex aequationibus primitiuis fequitur, fine refpcctu valoris o 

quem obferuatio accefforia praebuit, atque ~ pondus iftius de- 

terminationis. 

Iam habemus 

adeoque 
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F^+Gz!* + Hi*+ttc.+K = v*(i + Ff+G 6 +Uh+ etc.) 

. Fjr±Grr_+ U j* + ctc + K 

fiue v* = — 

i u 

Peiinde fit 

x = A + [*a}? + [ctQ]^ + [«yj^+etc. -„*(/[««] 
+ &[<t3]+h[ay\+ etc.) 
= A + [aa]£* + [aQ\t,*+[a V ]i* + etc - Fv* 

= A + [*a}£* + [*W+[« V )i* + ttc. - JL(F£* 
+ G„* + //^+etc. + A) 
Hinc itaque colliginms 

17 

A* A — , qui erit ralor maxime plaufibilis ipfius 

\ + <»i 

x ex omnibus obferuationibus; 

FF 

[a«*] = [<*a] : — 

aJcoque pondus iftiua determinationis 
i 



» + cu 

Prorfus eodem modo tnuenitur valor maxime plaufibilis ipfius y f 
omnibui obferuationibus fuperltructus 
G K 

B*~B — 

i + u 

atque pondus buius determinationis 



[/3/3]— 



> 



I + u 

et fic porro. Q- E. I. 

Liceat huic folutioni ouasdam «nnotationes adiicere,< 

I. Subltuutis his nouis valoribus A* t B* t C* etc. , functio 

v* obtinet valorem maxime plaufibilem 
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K * 
K - •-—(F/+ G S + H/i + elc.) = ^p^. Et quum 

indefinite lit 

F O II , K 

»* = — .£' 4- —-.„• + -—.£*+ etc. + — r— 

pondu» itiius deteiininaiiunis per prtncipia an. cg. cruilur 

1 + " = - + i 

~~ Ff + Gg + Uh + eic. u ^ 
Eadern immediate refultant ex applicatione regul/ie in fine art ai. 
tradiu.e; fcilicel complexus aequalionum priinitiuaritm praebuerat 

determinationem v* ~ K cum pondere — — , dein obfernatio no- 
«a dedit delerminationem aliam, ab illa independentem, v*=. o, cum 

pondere — t , quibus conibiitatis prodit dcterminatio v* = ~_jf_| 
t 

cum pondere = — + »• 

II. Hinc porro fequitur, quum pro z = ^*, y = B* , x = C*etc. 
elTe dcbeat £* = o. „* = o, <?* = o elc. , pro iisdem valoribus fieri 
f K g K : /i K 

T+V «Tw- - .+ w e,c - 

nec non, qnoniam indefmhe £2 = £ (x - A) + q(y — B) +_- 
(z— C) + etc. + M, 

£2 = f—i (F/ + •«.) + « = ^+C^i* 

denique, quoniam indefinite £2* = £2 + »*.»*, 

W A'K KA' KK 

a*= m+ ^-p-- + (7 ^ a = m+ — - 

Xii. Comparando haec cum iis quae in art, 30. dor.uimus, 
animeduerlimu», functionem £2 hrc valorem minimom obtinere, 

K 

qttem pro valore determinato fuoctionis t>* = — — accipere poteft. 
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ProblematJs alius, praecedenti afllnis, puta 

Inutftigare mutationes valorum maxirne plaufibilium incogni- 
tarum, a mutato pondere vr.ir/s ex obferuationibus prirruiiuii oriun- 
das, nec non ponriera nouarum determinatwnum 
folutiotiem tantummodo hic adfcribemus, demonfiriitionem, 
quae ad iutiar art. praec. faciie abfoluitur, breuitatis caufla fup. 
primcntes. 

Supponamus, peracto derpum calculo animaduerti, alicui 
obferuationum pondus fcu nirais paruum, feu nimis magnum 
tributum effe, e. g. obferuationi primae, quae dedit V—L. loco 
ponderis p in calculo adhibiti rectiu» tribui pondus — »*. Tunc 
haud opus crit calculuni integrum repetere, fed commodius cor- 
rectiones per formulas feqnentea computare Jicebit. 

Valores incognitarum maxime plauflbiJes correcti erunt hi: 

_ (p* + p)a\ 

~P+(.P* — p) (a ei + b$ + cy + etc.) 

(p*—p)3\ 



x = C- 



P + (P*— />)(«« + b$ +cy + etc) 
(P* - p) y\ 



P+(P* ")(<*" + *> & + cy + cic.) 
etc. ponderaque harum detcrmiuationum inucuiemur, diuidendo 
vnitatetn refp. per 

, ,_ (p ¥ — p)aa 

i£tCti P + (P*~P)(«a + 6,3 + cy -f- etc.) 

r 33 i ( Plrz?2M 

L J P + (P* - p)(aa + 63 + cy + etc ) 

C P* — p ) y y 

Cvv] ~P + (P*-P )Ta~a~+~bf+^ / '+l~~) e,c * 
Haec folutio fimul complectitur caittm, vbi peracto calculo ner- 
cipittir, vnam eic obferualionibus omnino reiici debuifle, quum 
hoc idem lit ac ii fatina p*zzo; ct peiinde valor p* — 00 refer- 

G 
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tur ad cafum eum, vbi acquatio V—L., qune in calculo tam- 
quam approximata tractata erat, reuera praecifione abfolut* 
gaudet. 

Ceterum quoties vel aequationibus, quibus calculus fuper- 
ftructus erat, plures nouae accedunt, vel pluribus ex illis pon- 
dera erronea tributa efle percipitur, couiptttus cortectior.um ni- 
mis complicatus euaderctj quocirca in tali cafu calculuui ab in- 
tegro reficere praeitabit. 

37. 

In art. 15,16. methodum explicauimus, obferuationum prae» 
ciGonem proxime determinandi *). Sed haec melhodus fupporiit, 
errores, qui reuera occurrerint, falis multos exacte cognito» 
efle, quae condilio, ftticte Ioquendo , rariflime, ne dicara num- 
quam, locum habebit. Quodli quidem quantiiatea, quarum va- 
Ipres approximati per obferuationes innotuerunt , fecundum le* 
gem cognitam, ab vna pluribusue quaiuitatibua inrogniiis pen- 
dent, harum valores roaxime plauflbilts per methodum quadra- 
torum minimorum eruere licebit, ac deio valoies quantitutum, 
«uae obferuationum obiecta fuerant, illinc computati perparum 
a valoribus veris difcrepare cenfebuntur, it* vt ipforum diliercn- 
tias a valotibus obferuati» eo uiaioii iure tamquam obferuaiio- 
num errores veros adoptare liceat, quo maior fuerit haruui ntul. 
titudo. Hanc praxin fequutL funt onines calculatores, qui obfer- 
vationum praecifionem in cafibus concretis a polieriori aeJiimare 
fufceperunt: fed manifefio illa theoretice erronea eit, et quam- 
^uam in cafibus multis ad vfus practicos fuflicere poflit, tauten 

•) Ditquifitin de eodem argumento, quam in coromcntatione anlcuou 
( Zeitfchrift fur Afironomit und vtrwandte W0e»f<hajten Vol. I. 
p. ,8*.) tradideraraus , eidem hypouVli eirc» ina,>lcm functioni» 
, probabilitatem errorom exprimcniis innixa «•». «"« in Theoria mo- 
' tu» corporum coeleftium methodum qoadratorum mioimorum fupcr- 
ftruxeramuu (vid. srt. 9, III.). 
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in aliis enormiter peccare poteft. Summopere itaque hoc argu» 
mentum dignum elt, quod accuratius enodetur. 

Rctinebimus in hac disquifitione defignationes inde ab 
art. 19. adhibitas. Praxia ea de qua diximus, quantitates A, B, 
C etc. tninquam vnlorea veros ipfarum x, y, z conlickrat, et pio- 
in ipfas \, V, A." etc. tamquam valores veros functionum », 
v, v" etc. Si omnea obferuationes aequali praeciiione gaudent, 
ipfarumque pondus p=p' = p" etc. pro vnitate acceptum eft, eae- 
dem quanlitates, fignis mutatis, in il/a fuppofitione obfrruatio- 
num errores exhtbent, vnde praecepta art. 15, praebent obferua- 
lionum errorem ntedium m 

XX +X'V+\"V'+ etc. M 
— V = \T — 

Si obferuationum praecifio non eft eadem, quantitates — X, — V, 
— V etc «xliiberent obferualionum errores per radkes quadra- 
tas e pondciibns multiplitatoi , praeceptaquc , art. 16. ad eandem 
M 

formulam V — perducerent, iam errorem medium taliura obfer- 

vationum, quibus pondus = 1 tiibuitur, denotantem. Sed raa- 
nifelto calculus exactus requireret, vt loco quantitatum X, V, 
X>" etc valorcs fuuctionum v, v" etc. e valoribus veiis ipfa- 
rum x. y, s etc prodeitntes adhiberentur , i. e. locb ipfins M, va- 
lor fnnctionis i2 valoribns veris iplarum x, y. z etc. rtfpondcns. 
Qui quaroquam afTignari nequeat. tamen certi funuis, ettm efTa 
maiorem qunm M (qttippe qui elt minimus poffibilis), excipiendo 
cafum infinite parum probabibm. vbi iiicogoitarum valores 
maxime pl.mlibile» exarte cum v.?ris quachant. In genere itaque 
affirmare pofTumus, praxin vulgnrem errorem medium iulio mi- 
norem producire, liue obr.rualionib..s pta.-cifionem nimis ni«> 
gnam tribucre, Vitfeamus iam , quid doceat tbeoria rigorofa. 

G a 
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38 

Ante omnia inucftigare oportet, quonnm modo M a b obfer- 

vationum crroribus veris pendeat. Denotemus hof, vt in » F t .» 

' " d. , 9» 

per e, e, e etc. , itatunmusque ad maiorem finiplicitatcm 

eVp = e, e'V p' = e, e'V p" = e" etc, nec non 

m Vp=tn V p' = m"Vp" etc. s>i 
Porro fint valores veri ipfarHm x, y, z etc. refp. A — x°, B — y°, 
C — x° eic, quibus refpondeant valores ipfarum £, £ etc . hi 
— £°. — V°> —g° Manifefto iisdcm refpondebunt valores 

ipfarum v, v, v" etc. hi — £ , — e \ — e " e tc. ita vt habeatur 

£° = a e + a' e' + a" e " + etc. 

1° = b e + b'e +b" e" + etc. 

^°=C£ + *Y +c" e "+«tc. 
«tc. nec non 

* - ac + ae+ac + etc 

y° = |3*+0V + 3V' + etc 

m." = ye + ye + '/" e" + etc. 
Denique fiatuemus 

£1° = e e + e e + b" e" + etc. 
ita vl fit £2° ncqualis valori functionis Q. valoribus veris ipfa- 
rum x, y, l ctc. rcfpondenti. Hinc quum habeatur indefinite 
il=M+ (x-A) £ + ( y -B) ri + (z-C) g + etc, erit etiam 

M=£l° — y° ti° — z° i° — etc. 

Ilinc manifeflum pfi , M, euolutionc facta clTe functionem ho- 
geneatn fecundi ordinis errorum e, e, e" elc. , quae, pro diuer/is 
errorum valoribiis maior minorue euadcre poterit. Sed quate- 
nus errorum magnitudo nobis incognita mnnet, functionem hanc 
indofmite confidcrare, imprimisque fecuridum principia calculi 
probabilitatis eius valorcm rucdium aftignare conueniet. Quem 
inuenieuius, fi loro qundratoruui ee, e'e', e" e" etc refp. fcri- 
biiuus mm, m'm', m"m" etc, pioducta vero ee', ee", e e" etc 
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omnino omtttimus, vel quod idem eft, fi loco cniusuis quadrati 
«f, e e, e" e" *tc. fcribimus pp, produciis ee, ee" e e" etc. pror*. 
fus neglectis. Hoc modo e termino £2° manifefto prouenit Tf/uju; 
terxwio us — producet 

— («a + a'ct -f- a " «" + clc - — — f (* 
ei fimiliter fingulae parles reliquae praebebunt — /a fj , ita vt va- 
Jor medius totalis fiat = (tf — g)f*f*, denotante n muhitudinem 
obferuationum, q multitudinem incognitarutn. Valor verus quidrm 
ipfius M, prout fors errores obtulit, maior minorue mcdio fteri 
potelt, fed difcrepantia eo minoris moraenli erit, quo maior 
fuerit obferuationum multitudo, ita vt pro valore npproxinuUo 
ipfiusr (x accipere liceat- • - 

, M : t 

V 

: tt p •!, 

Valori itaque ipfius p, ex praxt erronea, de qua in arL prne«. 
loquuti fumus, prodiens, augeri debet in ratione quantitatis 
f) *d \f tt. 

" 39- 

Quo clarius eluceat, quanto iure valorem fortuilum ipfiiis 
M medio aequiparare liceat, adhuc inueftigare opoitct erroiem 

M 

medium mctuendum, dum fiatuimus — m m. Ilte error 

7T— g 

medius aequalis eft radici quadratae e valote medio tjuantiiaiis 
/ ^2° -g°fe°- y 9 *° — z° ^° — etc. — (x — g)mm\* 

—) 

quam ita exbibebimus 

et quum manifefto valor metlius termini fccundi fiat =0, res in 
eo vertitor, vt indagcmus valorem mcdium functionis 
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V=(Q°- *°£° — y 0 » 0 — s°^ 0 — etc.) 9 
quo inuento et per N dJiguato, error niedius quaefitus erit , 

Expiefluo W cuoluta manifefto eft functio homogenea 
fiue errorum' e,e, e" etc. , fiue quanlitatum e, e', e" etc, eius- 
que valor medius inuenietur, 11 

i° pro biquadratis e* , t' 4 , e" 4 etc. fubflituuntur eornm 
valores medii 

fl° pro fiogulis productis , « binis quadratU vt e ee c, 
eee"e", e' e e" e" etc. producta ex ipforuru vaioribus mediis, 

puta m Wl in m', m m m" m", m' tii m" m" etc. 

3° partes vero reliquae, quae implicabunt vel factorem 
talem « 3 e, vel talcm eee'e", omnino omitluntur. Valores 
medios biquadritoruru e 4 , e' 4 , e" 4 etc. ipfis biquadratis m 4 , 
m' 4 , m" 4 etc. proporlionales fupponcmus (viJ. 
vt illi fint ad haec vt v 4 ad /u 4 , adcoque v 4 dcnotet valorem 
medium biquadratorum obferuationum lalium quarum pondus 
= i. Hinc praecepta praeredentia ita qnoque exprimi poterunt: 
Loco fingulorum biquadratorum e 4 , e' 4 , e" 4 etc. fcribendum erit 
v 4 , loco fingulorum productorum e binis quadratis vt e ee 
ett"t", t'e'e"e" etc. , fcribendum erit p 4 , omnesque reliqui ter- 
mini, qui implicabunt factores tales vt £ 3 «', vel eete", vel 
f t e" e "' crunt fupprimcndi. 

Ilis probe intellectis facile patcbit 

I. Valorem medium quadrati £l°£2 0 efle n v A + OrW— *) A»* 

II. Valor medius producti ££i°f = «« + («'<*' 
+ a"a" -H etc.)^ 4 , fiue quoniam a ej + <*' *' + °" + elc * — I# 

= act(|;+— 

Et quum perinde valor mediu» producti e e x° £° fiat =r 
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d d (v* — n*)+fx*, valor ruedius producti e" e" x° £° auteni 
— d'd'(v* — fx*) + A* 4 et fi° porro, patet, valorcm nicdium pro- 
ducti Cee + t e + «" + «".) x» £° 3« ^° *° £° «"Te 

= y« — fx* + Ttfx* 
Eundcm valorem medium habebunt producta Q,' y y 0 ^ 0 , £1° z° g° 
etc. Quapropter valor niedius producti Ll° (x y £° + y° n° 

+ *° £° + « lc ) nt 

= §v* + g(« — 

III. Ne cuolutiones reliquae niniis prolixae euadant, idonea 
denotatio introducenda erit. Vtemur itnque rliaracteriftica £ fenfu 
aliquantum Intiori quam fupra pnflim factum eft, ita vt denotet 
aggregatum tcrmini, cui praefixa eft, cum omnibus limilibus fed 
non identicis inde per omnes obteruationum permutationes oriun- 
dis. Hoc pacto c. g. habemus x° = 2 <x e. x° x° = 2 « ct e e 
+ a £ a ct e e. Colligendo itaque valorem medium producti 
„.o ,.o £□ p«r partaj, habemus primo valorem medium producti 
aaee£° £° 

:= aauav* + aa (d a ' + a"a"+ etc. ) fx* 

= aaaa (v* — /x*) + a a/x* 2<tn • 
Perindc valor mcdius producli d a' e t £° £ 3 fit — ddd d [v* — fx*) 
+ a'a'fx*'£aa et fic porro , adooque valor medius producti 

= (v 4 — fx*)^aaaa + fx*^aa . Urtrt 
Porro valor medius prodncli aa' ee' £° fit = a ad aa' /x* , va- 
lor niedius producti a a" e e" £° £° perinde = Haa"oo' ^u 4 eic, 
vnde facile concludilur, valorem medium producli ^"Sao»' 
fieri 

== a pi* 2« n «'/»' = /* 4 ( (£"rt) 8 — £/10« a) = /x* (1 -2«n««) 
His collectis habcmus valorem medium producli x°x 0 £°£ 0 

= (v*~ 3(x*)Zaa aa+ fl/u 4 + tx* San . 

H 
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IV ILmd abfimili modo inucnitur valor medius produrti 

» 8 y° fc 0 »i o 

ss"H 2afea3 + /t* 4 Sa«o'3' + 2«6a'3' + M * 2a/3iV 
Sed habetur 

2aafc'/3' = 2a a .2&/3 — 
2afc rt '3' = 2<i6.2rt3 — 2afc«i3 
=So|3.26« — 2a<3*« 
vnde valor ille mcdiua fit, propter ln fl = i, Sfc^rri, Sa^rro, 

V. Quum prorfirs eodem modo valor medius producti 
x 0 * 0 ^ 0 fiat 

= ( - 3 /u 4 ) Sacay -|- ( , + £„ r . Srty ) 

et fic porro, ndditio vatorem medium producti x°£° (x°£° +y° jj 0 
-f + etc.) fuppeditat 

* 

= (y 4 — 3M 4 ^( a "'°tf + & /3-f<-y+ctc -r-<t/-f-i)ft* 
+ ji 4 (Soa.£aa +2a6.i;n3 + — «c.^ccy + etc.) 
= (r 4 -.^ 4 )2(aa(aa + 63f cy-+ etc.))-Hp + 8)^4 

VL Fiorfuseodem niodo vator mediu» ptoducti y°»j 0 (a; 0 £o 
■\- 2° g° + etc. ) eruitur 

= (f* — 5 /u 4 ) 2 ( b$ (o« + 6 3 -f c y -f- erc.) ) -f ( g -f o ) 
dtin valor niedius pioducti z° £° (x° £° -f- -f z° g° -j- etc .) 

= (* 4 — 3ju 4 )2(cy (a« -ft^ + cy + elc.^ + (p + aj 
et fic porro. Hinc per additionem prodit va{oi medius quadrati 
(xogo + y 0 ? 0 +z°t + etc.)* 

= (* 4 -3M 4 .^((art + M + cv + ^) a ) + (f ( o + 8 £ .) A «* 

VII. Omnibus tandem rite colhctis eruitur 

N ■= (7T— «cjf 1 + (7T7r — 7r — fi-nr? + 4p + fp)yu 4 +* 
(f 4 — 3/* 4 ; £((aa + 63+ cy + etc,*) 
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2((a a + b$ + cy 4- eic.y)) 
Error itaque medius in determinatiorfe ipfius }x\i per for- 

maltfi 

M 

f*t*— "~ 

Tt - 0 

metuendus erit 

= * { ~ - f^T^ -*!■•+**+•*+ ) 4 ))} 

40. ( 

Quantitas S( (" « + & /3 + cy 4- etc. ) a ) , quae in exprefllo- 
nem niolo inuenttm ingredilur, genprnliter quidem ad formam 
fimpliriorcm reduci noquil : nihiloniinus duo limilcs alfignari 
poffunt, inter quos iplius valor necrlT.uio iacere .dehet. rritno 
fcilicet e rol.cionibus fupra cuolutis facile <lenionlir.Uiir eflfe 

(aa + l>3 + cy + 4- (aa! + b$ + c y + etc.; a 4- (a a" 

+ b 3" + t y" -J- etc.; 3 4- etc. — nrt-ffc5-}-cy-|- etc. 
vnde roncludimns, aa + b$ + cy + elc efle quanlitatem po- 
fitittam vnitate niinoreni (lalieiu non inniorem). Idem vnlet de 
quanlitnte a' a + b'& + c y' 4- elc, quippe cui aggre»atnm 

(a'a + b'B -r> c'y 4- ttc. ) a 4- (o'rt + V 3' + + ««• )» 
+ («V + + c'y" etc r + c-tc. 

aequale iiuwnitur; ac perinde o" «" + b" p" 4- c" y" 4- e tc. vni- 
tate minor eiit, et fic porto. Hinc 2((o a + bS + cy + etc.) a ) 
neceirario eft minor quam n. Secundo babeltir £ l a a + b 3 
+ cy4-etc.) = g, quonUm fit £«ct=i, XbQ — t, 2cy=i etc j 
vnde facile deducilur, fumniam quadraioruiu 2,((aa + b£ 

+ cy + etc. ) a ) efie maiorcm quam f — , vel faltem non mino- 

it 

xtxa. Hinc tetminus 
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v* — S/u* 

(^7)» , ^~ Sa<, ' < + b $ + c V + "<=.)*)) 
neceflario iacet inter limites — -~ " „ r y4 — 3/* 4 g 

fi latiores praeferimus, inter hos — v ~~ et • y4 — 3m 4 

proin erroris medii in valore ipfius MM= -J!?— metuendi 

dratom inter l.mucs et -£_, ita vt praecifionem 

quantamuis afTequi liceat, fi modo obferuationum multitudo fue- 
rit falis magna. 

Valdo mcmorabile eft, i n hypoihefi ea (art 9, III. cui 
theoria quadratorum nunimorum olim fuperitructa fucrat, illatn 
terminum omnino excidere, et ficuti, ad eruendum valorem 
approximat.um erroris medii obfcruatiouum M , in omnibus cafi- 
bus aggiegalum A.\ + VX/ + + ctc. =M iui uvu«^ wp u*- 

tet, ac fi eflet aggregatum rt - § errorum fortuitoruni , ita in illa 
hypolhefi etiam praecifionem ipfam huius determinationis aequa- 
lem fnrri ei, quam determinatiuni ex tt — § erroribus veris tri- 
buendam efle in art. 15. inuenimus. 
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